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В2-05, В2-12 – Весна 2008

Условные обозначения
∀ для любого, любой; («квантор»);
∃ существует; («квантор»);
! единственный;
: или | такой, что;

A⇒ B
B ⇐ A

{из A следует B, A влечет B,
A является достаточным условием для B,
B является необходимым условием для A;

⇔ равносильно, тогда и только тогда,
необходимо и достаточно;{

Утв. 1
Утв. 2 верны оба утверждения: Утв. 1 и Утв. 2;

[
Утв. 1
Утв. 2 верно одно из утверждений: либо Утв. 1, либо Утв. 2;

окончание доказательства;

k = 1, n число k принимает все целые значения от 1 до n;

f(x) ∈ C(D) функция f(x) непрерывна в области x ∈ D;
f(x) ∈ Ck(D) функция f(x) непрерывна в области x ∈ D

вместе со своими k первыми производными;

∂D граница области D;
D объединение области D и ее границы ∂D : D = D

⋃
∂D;

G ⊂ D область G − подобласть области D;
D ⊃ G область G − подобласть области D;
D ×G множество пар (x, y) таких, что x ∈ D, y ∈ G;

N множество натуральных чисел N = {1, 2, 3, . . . , n, . . .};

Z множество целых чисел Z = {0,±1,±2,±3, . . .};

Q множество рациональных чисел Q =
{
m
n
, m ∈ Z, n ∈ N

}
;

R множество действительных чисел, множество точек прямой;
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Неопределенный интеграл

Необходимо знать всё из 1-ого семестра и следующие элементы курса средней
школы:

алгебра: правила сложения обыкновенных дробей, формулы сокращенного умножения,
правила раскрытия скобок, свойства операции возведения в степень, свойства логарифмов,

свойства функций и их графиков для линейной, квадратичной, кубической функций, си-
нуса, косинуса, тангенса, котангенса, ex, loga x;

геометрия: понятия и свойства параллелограмма, прямоугольника, средней линии тре-
угольника и трапеции, высоты, биссектриссы и медианы треугольника,

формулы: площади круга, параллелограмма, прямоугольника, треугольника (в том числе
прямоугольного), длины окружности, теорема Пифагора, теорема косинусов,

понятия и формулы объёма шара, параллелепипеда, пирамиды, тетраэдра;

тригонометрия: геометрические определения синуса, косинуса, тангенса, котангенса, три-
гонометрическая окружность,

формулы: sin(α±β), cos(α±β), sinα±sin β, cosα±sin β, cosα±cos β, sin 2α, cos 2α, основное
тригонометрическое тождество sin2 α + cos2 α = 1.

1. Неопределённый интеграл

1.1. Понятия первообразной и неопределённого интеграла

Пусть нам дана функция f(x), и известно, что она равна производной некоторой неизвестной
функции F (x):

F ′(x) = f(x).

Как найти саму неизвестную функцию F (x)? Введём сначала несколько понятий.

Опр. 1.1. Функция F (x) называется первообразной для функции f(x) на интервале
(a, b), если:

1) F (x) дифференцируема в каждой точке (a, b);

2) в каждой точке (a, b) имеет место равенство F ′(x) = f(x).

Пример 1.1. Известные нам из первого семестра соотношения

(sinx)′ = cosx, (xn) ′ = nxn−1, (lnx) ′ =
1

x
и т.д.,

позволяют нам в силу приведённого определения сделать вывод: функция sinx является пер-
вообразной для функции cosx (на любом интервале), функция xn является первообразной
для функции nxn−1 (например, на интервале (0, 1)), а функция lnx является первообразной
для функции 1

x
на интервале (0,+∞).

Однако встаёт вопрос: а может ли функция иметь различные первообразные?
Очевидный пример позволяет заметить, что может. В самом деле, верно не только равенство

(sinx) ′ = cosx,
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Неопределенный интеграл

означающее, что функция sinx является первообразной для функции cosx, но и равенства

(1 + sin x) ′ = cosx, (−7 + sin x) ′ = cosx, и вообще, (c+ sinx) ′ = cosx

при любой константе c ∈ R.

Лемма 1.1 (О разности первообразных.).

Усл. F (x) и G(x) – первообразные для функции f(x) на (a, b).

Утв. F (x)−G(x) ≡ const.

Доказательство. По условию, выполнены равенства:

F ′(x) = f(x), G ′(x) = f(x), x ∈ (a, b).

Вычтем из первого равенства второе. Получим:

(F (x)−G(x)) ′ = F ′(x)−G ′(x) = 0, x ∈ (a, b).

Таким образом, в каждой точке интервала (a, b) функция (F (x)−G(x)) имеет производную,
равную нулю. По теореме из первого семестра, это означает, что эта функция есть постоянная:
F (x)−G(x) ≡ const.

Очевидно, верно и обратное утверждение:

Лемма 1.2.

Усл. F (x) – первообразная для функции f(x) на (a, b), а c ∈ R− произвольная константа.

Утв. (F (x) + c) также является первообразной для f(x).

Доказательство. Поскольку F ′(x) = f(x), x ∈ (a, b), то, по свойству производной,

(F (x) + c) ′ = F ′(x) + c ′ = F ′(x) = f(x), x ∈ (a, b),

что, по определению первообразной, означает, что (F (x) + c) также является первообразной
для f(x).

Замечание 1.1. Два этих утверждения дают полное описание множества всех первообразных
для функции f(x):
это множество состоит из всех функций, отличающихся от некоторой известной первообразной
F (x) функции f(x) на какую-нибудь константу.
Иными словами, зная одну первообразную F (x) функции f(x), мы можем найти множество
всех её первообразных: F (x) + c, разрешив константе c принимать любые значения.

Множество всех первообразных функции f(x) имеет специальное название и обозначение.

Опр. 1.2. Множество всех первообразных функции f(x) называется неопределён-
ным интегралом функции f(x):∫

f(x)dx = F (x) + c, c ∈ R.

.
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Свойства неопределённого интеграла

Пример 1.2. Пользуясь этим определением и соотношениями из примера 1.1

(sinx) ′ = cosx, (xn) ′ = nxn−1, (lnx) ′ =
1

x
,

мы можем найти неопределённые интегралы:∫
cosxdx = sinx+ c;

∫
xkdx =

xk+1

k + 1
+ c, (k 6= −1);

∫
dx

x
= lnx+ c, (x > 0).

1.2. Основные свойства неопределённого интеграла

Лемма 1.3.

Усл. F ′(x) = f(x).

Утв. 1)
(∫

f(x)dx
) ′

= f(x);

2)
∫
F ′(x)dx = F (x) + c;

3)
∫

[f(x)± g(x)] dx =
∫
f(x)dx±

∫
g(x)dx;

4)
∫
Af(x)dx = A

∫
f(x)dx, ∀A = const.

(Равенства 3) и 4) надо понимать как совпадение множеств функций в левой и
правой частях.)

Доказательство. Пусть F ′(x) = f(x), то есть F (x) – некоторая первообразная функции f(x)
и G ′(x) = g(x), то есть G(x) – некоторая первообразная функции g(x). Тогда

1) (∫
f(x)dx

) ′
= (F (x) + c) ′ = F ′(x) = f(x).

2)
∫
F ′(x)dx =

∫
f(x)dx = F (x) + c.

3) Запишем цепочку равенств:(∫
[f(x)± g(x)] dx

) ′
= f(x)±g(x) =

(∫
f(x)dx

) ′
±
(∫

g(x)dx

) ′
=

(∫
f(x)dx±

∫
g(x)dx

) ′
.

Два первые равенства в этой цепочке верны в силу пункта 1) данного утверждения. Раз
производные левой правой частей доказываемого равенства равны, то сами эти левая и правая
части могут отличаться только на константу. А так как и в левой, и в правой частях стоят
неопределённые интегралы, то есть множества всех первообразных, то эти множества должны
совпадать.

4) Аналогично пункту 3), запишем цепочку равенств:(∫
Af(x)dx

) ′
= Af(x) = A

(∫
f(x)dx

) ′
=

(
A

∫
f(x)dx

) ′
.

Два первые равенства в этой цепочке верны в силу пункта 1) данного утверждения. Раз
производные левой правой частей доказываемого равенства равны, то сами эти левая и правая
части могут отличаться только на константу. А так как и в левой, и в правой частях стоят
неопределённые интегралы, то есть множества всех первообразных, то эти множества должны
совпадать.
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Таблица неопределённого интеграла

1.3. Таблица основных неопределённых интегралов

Пользуясь таблицей производных (1-й семестр) и определением неопределённого интеграла,
получаем таблицу неопределённых интегралов:

1)
∫

0 · dx = c;

2)
∫

1 · dx = x+ c;

3)
∫
xαdx = xα+1

α+1
+ c, α 6= −1;

4)
∫

dx
x

= ln |x|+ c, x 6= 0;

5)
∫
axdx = ax

ln a
+ c, 0 < a 6= 1;

6)
∫
exdx = ex + c;

7)
∫

sinxdx = − cosx+ c;

8)
∫

cosxdx = sinx+ c;

9)
∫

dx
cos2 x

= tg x+ c, x 6= π
2

+ πn, n ∈ Z;

10)
∫

dx
sin2 x

= − ctg x+ c, x 6= πn, n ∈ Z;

11)
∫

shxdx = chx+ c;

12)
∫

chxdx = shx+ c;

13)
∫

dx
ch2 x

= th x+ c;

14)
∫

dx
sh2 x

= −cth x+ c, x 6= 0;

15)
∫

dx√
1−x2 =

{
arcsinx+ c,
− arccosx+ c,

x ∈ (−1, 1);

16)
∫

dx
1+x2 =

{
arctg x+ c,
− arcctg x+ c

;

17)
∫

dx√
x2±1

= ln
∣∣x+

√
x2 ± 1

∣∣+ c, в случае знака минус, |x| > 1;

18)
∫

dx
1−x2 = 1

2
ln
∣∣1+x
1−x

∣∣+ c, |x| 6= 1;

1.4. Основные методы интегрирования: метод замены переменной

Формула замены переменной.
Если F ′(x) = f(x), то∫

f
(
ϕ(t)

)
ϕ ′(t) dt = F (ϕ(t)) + c, t ∈ (α, β).

Пример 1.3.

1)
∫
ecos t sin tdt = [x = cos t⇒ dx = − sin tdt] = −

∫
exdx = −ex + c = −ecos t + c;

2)
∫

(2t− 3)2000dt = [x = 2t− 3⇒ dx = 2dt] = 1
2

∫
x2000dx = x2001

4002
+ c = (2t−3)2001

4002
+ c.
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Основные методы интегрирования

1.5. Основные методы интегрирования: интегрирование по частям

Теорема 1.1.

Усл. Функции u(x), v(x) определены и непрерывно дифференцируемы на x ∈ [a, b].

Утв. ∫
u(x)v ′(x)dx = u(x)v(x)−

∫
u ′(x)v(x)dx, x ∈ (a, b).

Есть эквивалентная, но более компактная запись этого равенства:∫
udv = uv −

∫
vdu.

Доказательство. Продифференцируем равенство
∫
u(x)v ′(x)dx = u(x)v(x) −

∫
u ′(x)v(x)dx.

Получим: uv ′ = (uv) ′ − vu ′. Если это переписать в виде (uv) ′ = u ′v + v ′u, мы получим
известную формулу производной произведения двух функций (1-й семестр). Таким образом,
раз производные левой правой частей доказываемого равенства равны, то сами эти левая и
правая части могут отличаться только на константу. А так как и в левой, и в правой частях
стоят неопределённые интегралы, то есть множества всех первообразных, то эти множества
должны совпадать.

Пример 1.4.

1)
∫
x lnxdx =

[
u(x) = lnx; v ′(x) = x

u ′ = 1
x
; v(x) = x2

2

]
= x2

2
lnx−

∫
x2dx
2x

= 1
2

(
x2 lnx−

∫
xdx

)
=

= 1
2

(
x2 lnx− x2

2

)
+ c;

2) I =
∫
eax cos bxdx =

[
u(x) = eax; v ′(x) = cos bx
u ′ = aeax; v(x) = sin bx

b

]
= 1

b
eax sin bx− a

b

∫
eax sin bxdx =

=

[
u(x) = eax; v ′(x) = sin bx
u ′ = aeax; v(x) = − cos bx

b

]
= 1

b
eax sin bx− a

b

(
−1
b
eax cos bx+ a

b

∫
eax cos bxdx

)
=

= b sin bx+a cos bx
b2

eax − a2

b2
· I. Отсюда, для I получаем уравнение:

I =
b sin bx+ a cos bx

b2
eax − a2

b2
· I.

Из него,
(

1 + a2

b2

)
I = b sin bx+a cos bx

b2
eax и, выразив I, получаем ответ:

I =

∫
eax cos bxdx =

b sin bx+ a cos bx

a2 + b2
eax + c;

3) аналогично пункту 2. находится интеграл

I1 =

∫
eax sin bxdx =

a sin bx− b cos bx

a2 + b2
eax + c.
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Рациональные функции

1.6. Разложение рациональных функций на простейшие дроби

Опр. 1.3. Рациональной функцией или рациональной дробью называется функция,
равная отношению двух многочленов

R(x) =
Pn(x)

Qm(x)
=

pnx
n + pn−1x

n−1 + . . .+ p1x+ p0

qmxm + qm−1xm−1 + . . .+ q1x+ q0
, pn 6= 0, qm 6= 0.

При этом, если n > m, функция R(x) называется неправильной дробью,
а в случае n < m – правильной.

Опр. 1.4. Простейшей (элементарной) дробью называется правильная дробь одного
из двух видов:

1) A
(x−a)k

, k ∈ N;

2) Ax+B

(x2+bx+c)
k , k ∈ N, в случае, когда дискриминант знаменателя отрицателен,

т.е. x2 + bx+ c нельзя представить в виде (x− x1)(x− x2), где x1, x2 ∈ R.

1.6.1. Случай неправильной дроби. Правило деления многочленов

Лемма 1.4.

Усл. Pn(x)
Qm(x)

– неправильная дробь (n > m).

Утв. ∃! пара многочленов fk(x) и rs(x) степеней k = n−m и s < m, такая, что

Pn(x)

Qm(x)
= fk(x) +

rs(x)

Qm(x)
,

причём многочлены fk(x) и rs(x) могут быть найдены делением Pn(x) на Qm(x) в
столбик:

Pn(x) Qm(x)
fk(x) ·Qm(x) fk(x)

rs(x)

Пример 1.5.
4x3 − 6x2 + 8x− 3 x2 − x+ 1

4x3 − 4x2 + 4x 4x− 2
−2x2 + 4x− 3
−2x2 + 2x− 2

2x− 1

Поэтому, 4x3−6x2+8x−3
x2−x+1

= 4x− 2 + 2x−1
x2−x+1

.
1.6.2. Случай правильной дроби. Метод неопределённых коэффициентов

Поскольку в предыдущем пункте мы научились представлять неправильную дробь в виде
суммы многочлена и правильной дроби, то нам осталось выяснить, что делать с правильны-
ми дробями.
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Метод неопределённых коэффициентов

Теорема 1.2.

Утв. Любую правильную дробь можно представить в виде суммы элементарных дробей.

Пример 1.6. Разложить на сумму простейших дробей следующую правильную дробь:

2x3 + 4x2 + x+ 2

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
.

В соответствии с теоремой 1.3 имеем, что для данной дроби справедливо представление:

2x3 + 4x2 + x+ 2

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
=

A1,1

x− 1
+

A1,2

(x− 1)2
+

Bx+ C

x2 + x+ 1
. (1.1)

1) Приведём правую часть к общему знаменателю:(
(x− 1)A1,1 + A1,2

)
(x− 1)2

+
Bx+ C

x2 + x+ 1
=

(
(x− 1)A1,1 + A1,2

)
(x2 + x+ 1) + (Bx+ C)(x− 1)2

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
=

=
x3(A1,1 +B) + x2(A1,2 − 2B + C) + x(A1,2 +B − 2C) + (A1,2 − A1,1 + C)

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
.

2) Приравняем числители исходной и полученной дробей:

2x3 + 4x2 + x+ 2 = x3(A1,1 +B) + x2(A1,2 − 2B + C) + x(A1,2 +B − 2C) + (A1,2 − A1,1 + C).

Слева и справа стоят полиномы 3-ей степени. Они равны тогда и только тогда, когда равны
коэффициенты при соответствующих степенях x:

x3 : A1,1 +B = 2
x2 : A1,2 − 2B + C = 4
x1 : A1,2 +B − 2C = 1
x0 : A1,2 − A1,1 + C = 2

Решая эту систему 4-ёх уравнений с 4-мя неизвестными, получим:

A1,2 = 3, A1,1 = 2, B = 0, C = 1.

Подставляя найденные значения в (1.1), получим:

2x3 + 4x2 + x+ 2

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
=

3

(x− 1)2
+

2

x− 1
+

1

x2 + x+ 1
.

Обобщив полученный на данном примере опыт, перепишем теорему 1.2 в более точном
виде, дополнив её полным алгоритмом разложения правильной дроби на простейшие.
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Метод неопределённых коэффициентов

Теорема 1.3 (Разложение правильной дроби на простейшие.).

Усл. Pn(x)
Qm(x)

– правильная дробь (n < m). Многочлен Qm(x) разложен на множители од-
ного из двух видов:

(x− ai)pi , и (x2 + bjx+ cj)
qj .

Утв. Дробь Pn(x)
Qm(x)

можно представить в виде суммы элементарных дробей

Ai,1
x− ai

+
Ai,2

(x− ai)2
+ . . .+

Ai,pi
(x− ai)pi

;

Bj,1x+ Cj,1
x2 + bjx+ cj

+
Bj,2x+ Cj,2

(x2 + bjx+ cj)2
+ . . .+

Bj,qjx+ Cj,qj
(x2 + bjx+ cj)pj

,

причём числа {Aki, Bkj, Ckj} могут быть найдены методом неопределённых
коэффициентов:

1) привести все дроби к общему знаменателю (это будет Qm(x));

2) поскольку из равенства знаменателей равных дробей следует, что их числите-
ли также равны, то, приравнивая коэффициенты при соответствующих сте-
пенях x в числителях левой и правой части, мы получим систему линейных
уравнений относительно Aki, Bkj, Ckj, и эта система имеет единственное
решение.

Замечание 1.2.
В разложении полинома Qm(x) на множители предполагается, что все числа ai различны
(i = 1, k), а квадратные трёхчлены (x2 + bjx+ cj) не имеют действительных корней.

Метод вычёркивания

Приведём для полноты картины частный упрощённый вариант метода неопределённых ко-
эффициентов – метод вычёркивания.
Общая формулировка. Пусть в разложении полинома Qm(x) на множители есть множи-
тель вида (x− ai)pi , где 1 6 pi ∈ N. Тогда ему в правой части соответствует сумма дробей

Ai,1
x− ai

+
Ai,2

(x− ai)2
+ . . .+

Ai,pi
(x− ai)pi

;

Старший коэффициент Aj,pi можно найти сразу следующим способом: вычеркнем в знамена-
теле дроби Pn(x)

Qm(x)
множитель (x− ai)pi и подставим в оставшееся выражение x = ai:

Aj,pi =
Pn(ai)

ϕ(ai)
, где ϕ(x) =

Qm(x)

(x− ai)pi
.

Наиболее удобная ситуация. Самым удобным для примения метода вычёркивания явля-
ется случай, когда все искомые коэффициенты – старшие, то есть все корни знаменателя –
действительны и однократны:

Qm(x) = a(x− a1)(x− a2) . . . (x− am).

Тогда справедливо разложение

Pn(x)

Qm(x)
=

A1

x− a1

+
A2

x− a2

+ . . .+
Am

x− am
, где
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Интегрирование дробно-рациональных функций

A1 =
Pn(x)

a(x− a1)(x− a2) . . . (x− am)

∣∣∣∣
x=a1

=
Pn(a1)

a(a1 − a2) . . . (a1 − am)
,

�
A2 =

Pn(x)

a(x− a1)(x− a2)(x− a3) . . . (x− am)

∣∣∣∣
x=a2

=
Pn(a2)

a(a2 − a1)(a2 − a3) . . . (a2 − am)
,

�
· · · · · · · · ·

Am =
Pn(x)

a(x− a1)(x− a2) . . . (x− am−1)(x− am)

∣∣∣∣
x=am

=
Pn(am)

a(am − a1)(am − a3) . . . (am − am−1)
,

�
Пример 1.7. Разложить на сумму простейших дробей следующую правильную дробь:

x

(x+ 2)(x+ 3)
.

Для данной дроби справедливо представление:

x

(x+ 2)(x+ 3)
=

A1

x+ 2
+

A2

x+ 3
, где (1.2)

A1 =
x

(x+ 2)(x+ 3)

∣∣∣∣
x=−2

=
−2

(−2 + 3)
= −2, A2 =

x

(x+ 2)(x+ 3)

∣∣∣∣
x=−3

=
−3

(−3 + 2)
= 3,

� �
откуда

x

(x+ 2)(x+ 3)
= − 2

x+ 2
+

3

x+ 3
.

1.7. Интегрирование дробно-рациональных функций

Теорема 1.4.

Усл. f(x) = Pn(x)
Qm(x)

– рациональная функция.

Утв.
∫
f(x)dx выражается через элементарные функции (многочлен, логарифм, арктан-

генс и рациональную дробь).

Пример 1.8. Найти интеграл:∫
2x5 − x4 + x3 + 2x2 + 2x+ 3

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
dx.

Подынтегральное выражение – неправильная дробь, поэтому поделим числитель на знамена-
тель в столбик:

2x5 − x4 + x3 + 2x2 + 2x+ 3 x4 − x3 − x+ 1
2x5 − 2x4 − 2x2 + 2x 2x+ 1

x4 + x3 + 4x2 + 3
x4 − x3 − x+ 1

2x3 + 4x2 + x+ 2

Отсюда, подынтегральная функция может быть представлена в виде:

2x5 − x4 + x3 + 2x2 + 2x+ 3

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
= 2x+ 1 +

2x3 + 4x2 + x+ 2

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
.
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Интегрирование тригонометрических функций

Последнюю дробь в этом равенстве мы уже раскладывали на сумму простейших в примере 1.6.
Поэтому,

2x5 − x4 + x3 + 2x2 + 2x+ 3

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
= 2x+ 1 +

3

(x− 1)2
+

2

x− 1
+

1

x2 + x+ 1
,

и искомый интеграл распадается на сумму интегралов, легко сводимых к табличным:∫
2x5 − x4 + x3 + 2x2 + 2x+ 3

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
dx =

=

∫
(2x+ 1)dx+ 3

∫
dx

(x− 1)2
+ 2

∫
dx

x− 1
+

∫
dx

x2 + x+ 1
= I1 + 3I2 + 2I3 + I4. (1.3)

Найдём эти интегралы.

I1 =

∫
(2x+ 1)dx = x2 + x+ c1;

I2 =

∫
dx

(x− 1)2
= [t = x− 1; dx = dt] =

∫
dt

t2
= − 1

t
+ c2 = − 1

x− 1
+ c2;

I3 =

∫
dx

x− 1
= [t = x− 1; dx = dt] =

∫
dt

t
= ln |t|+ c3 = ln |x− 1|+ c3;

I4 =

∫
dx

x2 + x+ 1
=

[
t = x+ 1

2
, dx = dt

x2 + x+ 1 = t2 + 3
4

]
=

∫
dt

t2 + 3
4

=

=

 u = 2t√
3
, dt =

√
3

2
du

t2 + 3
4

= 3
4

((
2t√
3

)2

+ 1

)
= 3

4
(u2 + 1)

 =

√
3

2

∫
du

3
4

(u2 + 1)
=

2√
3

∫
du

u2 + 1
=

=
2√
3

arctg u+ c4 =
2√
3

arctg
2t√

3
+ c4 =

2√
3

arctg
2x+ 1√

3
+ c4.

Подставим эти результаты в (1.3) и учтём, что сумма 4-ёх произвольных констант также
является произвольной константой (c1 + 3c2 + 2c3 + c4 = c):∫

2x5 − x4 + x3 + 2x2 + 2x+ 3

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
dx = x2 + x− 3

x− 1
+ 2 ln |x− 1|+ 2√

3
arctg

2x+ 1√
3

+ c.

Метод, которым мы взяли интеграл I4 называется методом выделения полного квадрата:
в самом деле, мы выделили в знаменателе полный квадрат x2 + x+ 1 =

(
x+ 1

2

)2
+ 3

4
, а затем,

сделав соответствующую замену переменных, свели интеграл к табличному (№ 16 в таблице
на стр. 6)

1.8. Интегрирование тригонометрических функций

1.8.1. Случай
∫
R(sinx, cosx)dx

В случае, когда подынтегральное выражение есть рациональная функция только от sinx и
cosx, стандартная замена u = tgx

2
приведёт к интегралу от обычной рациональной функ-

ции.

Пример 1.9.

∫
dx

sinx
=

[
u = tgx

2
; dx = 2du

1+u2

sinx = 2u
1+u2

]
=

∫
(1 + u2)2du

(1 + u2)2u
=

∫
du

u
= ln |u| + c = ln

∣∣∣tgx
2

∣∣∣ + c.
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Определенный интеграл

Пример 1.10.

∫
dx

2 sinx− cosx+ 5
=

[
u = tgx

2
; dx = 2du

1+u2

sinx = 2u
1+u2 ; cos x = 1−u2

1+u2

]
=

∫
2du(

4u
1+u2 − 1−u2

1+u2 + 5
)

(1 + u2)
=

=

∫
2du

4u− 1 + u2 + 5(1 + u2)
=

∫
2du

6u2 + 4u+ 4
=

∫
du(

u
√

3 + 1√
3

)2

+ 5
3

=

=
3

5

∫
du(

3u√
5

+ 1√
5

)2

+ 1
=

[
v = 3u√

5
+ 1√

5

du =
√

5
3
dv

]
=

3

5
·
√

5

3

∫
dv

v2 + 1
=

1√
5

arctgv + c =

=
1√
5

arctg
3u+ 1√

5
+ c =

1√
5

arctg
3tgx

2
+ 1

√
5

+ c.

1.8.2. Применение формул тригонометрии

Во многих случаях интегралы с подынтегральными выражениями, зависящими от sinx, cosx,
tg x, ctg x, можно существенно упростить, применяя те или иные формулы тригонометрии.

Пример 1.11. Рассмотрим∫
sin 3x cos 5xdx =

[
sinα cos β =

1

2
(sin(α + β) + sin(α− β))

]
=

1

2

∫
sin 8xdx− 1

2

∫
sin 2xdx =

=
1

16

∫
sin 8xd(8x)− 1

4

∫
sin 2xd(2x) = − 1

16
cos 8x+

1

4
cos 2x+ c.

Пример 1.12. Применение "формул понижения".

∫
sin4 xdx =

[
sin2 α =

1− cos 2α

2

]
=

∫ (
1− cos 2x

2

)2

dx =
1

4

∫
(1− 2 cos 2x+ cos2 2x)dx =

=

[
cos2 α =

1 + cos 2α

2

]
=

1

4

∫ (
1− 2 cos 2x+

1 + cos 4x

2

)
dx =

=
1

4

∫ (
3

2
− 2 cos 2x+

1

2
cos 4x

)
dx =

3

8
x− 1

4
sin 2x+

1

32
sin 4x+ c.

2. Определенный интеграл

2.1. Определение определенного интеграла

В первую очередь введём понятие криволинейной трапеции.

Опр. 2.1. Криволинейной трапецией называется геометрическая фигура, заключен-
ная между парой вертикальных прямых, осью абсцисс Ox и графиком некоторой ограничен-
ной функции.

Поставим вопрос: как найти площадь криволинейной трапеции, если функция, график ко-
торой является одной из ее границ, нам изветна?
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Определенный интеграл

(Эту площадь также называют «площадью под графиком функции»)

В случае, когда трапеция прямолинейная, ее пло-
щадь равна произведению длины ее средней линии
на высоту. Для трапеции, изображенной на рисун-
ке, ее площадь можно найти по формуле

S = f

(
a+ b

2

)
· (b− a).

Легко заметить, что эта площадь равна площади
заштрихованного прямоугольника.

2.1.1. Понятие разбиения.

Попоробуем разбить криволинейную трапецию на
много узких криволиненых трапеций. Разобьем
отрезок [a, b] на n частичных отрезков точками
x0, x1, . . . , xn : a = x0 < x1 < . . . < xn = b. Чем
’уже криволиненая трапеция, тем она меньше от-
личается от прямолинейной. Поэтому естественно
попытаться заменить неизвестную площадь кри-
волинейной трапеции на сумму площадей узких
прямолинейных:

S '
n∑
i=1

Si =
n∑
i=1

f

(
xi−1 + xi

2

)
· (xi − xi−1). (2.1)

Кроме того, если i− ая трапеция узкая, то и значения функции f(x) во всех точках отрезка
[xi−1, xi] примерно равны1. Это позволяет нам приближенно заменить в формуле (2.1) пло-
щадь Si = f

(xi−1+xi
2

)
· (xi − xi−1) на выражение Si ' f(ξi)∆xi, где ξi− произвольная точка

отрезка [xi−1, xi], а ∆xi = xi − xi−1 – есть длина этого отрезка.
Введем понятие разбиения.

Опр. 2.2. Пусть на отрезке [a, b] выбраны n + 1 точек xi, (i = 0, 1, . . . , n), занумерованных
в порядке возрастания a = x0 < x1 < . . . < xn = b. Каждый отрезок [xi−1, xi] мы будем
называть частичным отрезком.
Тогда говорят, что на отрезке [a, b] задано разбиение T .
Число δ = max

i
(xi − xi−1) называется диаметром разбиения.

Таким образом, разбиением Tδ отрезка [a, b] с диаметром δ называется набор частичных
отрезков [xi−1, xi], лежащих на отрезке [a, b], причем максимальная длина частичного отрезка
равна числу δ.

1Это верно не для всех функций, но мы пока будем считать, что наша функция f(x) достаточно «хорошая»
для таких рассуждений.
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Определенный интеграл

2.1.2. Понятие интегральной суммы.

Опр. 2.3. Пусть на каждом частичном отрезке произвольным образом выбрано по одной
точке ξi ∈ [xi−1, xi].
Интегральной суммой, соответствующей разбиению Tδ и произвольному выбору
точек ξi, мы будем называть число

σ(Tδ) =
n∑
i=1

f(ξi)∆xi ≡
n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1).

Геометрический смысл интегральной суммы.

Выражение f(ξ1)(x1 − x0) равно площади темно-
серого прямоугольника на рисунке. Аналогично, вы-
ражение f(ξi)(xi−xi−1) дают значение площади пря-
моугольника с номером i. Поэтому вся интегральная
сумма равна сумме площадей соответствующих пря-
моугольников.

2.1.3. Понятие определенного интеграла.

Теперь логично предположить, что если мы возьмем последовательность разбиений Tδk от-
резка [a, b], так, чтобы последовательность диаметров разбиений {δk} была бесконечно малой
(т.е. δk → 0 при k → ∞), то интегральные суммы, соответствующие этим разбиениям, будут
все более близки к площади криволинейной трапеции. В самом деле, чем меньше максималь-
ная длина частичного отрезка, тем менее отличается суммарная площадь прямоугольников от
площади криволинейной трапеции. Эти рассуждения легли в основу следующего определения:

Опр. 2.4. Пусть функция f(x) задана на отрезке [a, b]. Рассматриваются всевозможные
разбиения {Tδ} отрезка [a, b], произвольно выбранные точки ξi ∈ [xi−1, xi] и соответствующие
им интегральные суммы.

Функция f(x) называется интегрируемой (по Риману) на отрезке [a, b], если существует

число, равное: I = lim
δ→0

σ(Tδ) ≡ lim
δ→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi. При этом предел берется по всевозможным

разбиениям при всех возможных выборах точек ξi ∈ [xi−1, xi] и понимается следующим об-
разом:
∀ε > 0 ∃∆ > 0 : ∀δ ∈ (0, ∆), ∀ разбиения Tδ и произвольного выбора точек ξi имеет
место неравенство ∣∣∣∣∣I −

n∑
i=1

f(ξi)∆xi

∣∣∣∣∣ < ε.
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Классы интегрируемых функций

Само число I называется определенным интегралом от функции f(x) на отрезке [a, b] и

обозначается I =
b∫
a

f(x)dx = lim
δ→0

σ(Tδ) ≡ lim
δ→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi.

Число a называется нижним пределом интегрирования, число b – верхним пределом
интегрирования, f(x) – подынтегральной функцией, а выражение f(x)dx – подынте-
гральным выражением.

2.1.4. Геометрический смысл определенного интеграла.

Понятие определенного интеграла введено таким образом, что
в случае, когда функция y = f(x) неотрицательна на отрезке [a, b], где a < b, интеграл
b∫
a

f(x)dx численно равен площади S под кривой y = f(x) на отрезке [a, b].

Замечание 2.1. Определенный интеграл вводился на отрезке [a, b] для случая a < b. Положим
по определению, что

b∫
a

f(x)dx = −
a∫
b

f(x)dx. (2.2)

Теперь для нас не важно, какой из пределов интегрирования больше. Кроме того, как видно
из (2.2), в случае b = a интеграл равен нулю, что вполне согласуется с определнием 2.4:

a∫
a

f(x)dx = −
a∫
a

f(x)dx = 0.

2.2. Классы интегрируемых функций

Теорема 2.1 (Необходимое условие интегрируемости.).

Усл. f(x) интегрируема на [a, b].

Утв. f(x) ограничена на [a, b].

Теорема 2.2 (Достаточное условие интегрируемости.).

Усл. f(x) задана и непрерывна на [a, b].

Утв. f(x) интегрируема на [a, b].

Замечание 2.2. Поскольку, по определению интегральной суммы, значения f(ξi) умножается

на малую величину ∆xi = xi − xi−1, которая в пределе lim
δ→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi стремится к нулю, то

от того, чему равна величина f(ξi) (если она конечна), в результате ничего не зависит. Поэто-
му поведение функции f(x) в нескольких точках не влияет ни на ее интегрируемость, ни на
значение определенного интеграла.
Таким образом, утверждение Теоремы 2.2 верно также и для некоторых разрывных функций.
А именно,
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Свойства определенных интегралов

Усл. f(x) задана и непрерывна на [a, b], за исключением конечного числа точек;
f(x) ограничена на [a, b].

Утв. f(x) интегрируема на [a, b].

2.3. Свойства определенных интегралов

Лемма 2.1 (Первое свойство линейности.).

Усл. Функция f(x) интегрируема на [a, b].

Утв. ∀α ∈ R
b∫
a

αf(x)dx = α
b∫
a

f(x)dx.

Доказательство. 2 Фиксируем произвольное разбиение Tδ отрезка [a, b], произвольным об-
разом выберем точки ξi ∈ [xi−1, xi] и рассмотрим соответствующую интегральную сумму:
n∑
i=1

αf(ξi)∆xi. По свойству действительных чисел мы можем вынести за скобки (за знак сум-

мы) общий множитель α:
n∑
i=1

αf(ξi)∆xi = α
n∑
i=1

f(ξi)∆xi.

Теперь перейдем к пределу при δ → 0. По свойству предела:

lim
δ→0

n∑
i=1

αf(ξi)∆xi = lim
δ→0

α
n∑
i=1

f(ξi)∆xi = α lim
δ→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi.

По определению определенного интеграла, первый предел в этом равенстве есть
b∫
a

αf(x)dx, а

последний равен α
b∫
a

f(x)dx.

Лемма 2.2 (Второе свойство линейности.).

Усл. Функции f(x) и g(x) интегрируемы на [a, b].

Утв.
b∫
a

(f(x)± g(x))dx =
b∫
a

f(x)dx±
b∫
a

g(x)dx.

2Это и последующие доказательства используют свойства пределов, доказанные ранее для пределов после-
довательности и функции, в то время как предел, используемый в определении определённого интеграла, не
является ни пределом последовательности, ни пределом функции. Однако, его определение, явно выписанное в
Опр. 2.4, имеет ту же логическую структуру, что и определение предела функции от δ, поэтому и все свойства
такого предела доказываются дословным повторением доказательства этих свойств для предела функции. Мы
будем пользоваться этими свойствами, не оговаривая этого в дальнейшем и считая их обоснованными.
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Свойства определенных интегралов

Доказательство. Аналогично доказательству Утверждения 2.1, т.е.
b∫

a

(f(x) + g(x))dx = lim
δ→0

n∑
i=1

(f(ξi) + g(ξi))∆xi = lim
δ→0

[
n∑
i=1

f(ξi)∆xi +
n∑
i=1

g(ξi)∆xi

]
=

= lim
δ→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi + lim
δ→0

n∑
i=1

g(ξi)∆xi =

b∫
a

f(x)dx+

b∫
a

g(x)dx.

Лемма 2.3 (Аддитивное свойство.).

Усл. Точка c лежит на отрезке [a, b], f(x) интегрируема на [a, b].

Утв.
b∫
a

f(x)dx =
c∫
a

f(x)dx+
b∫
c

f(x)dx.

Лемма 2.4 (Абсолютная интегрируемость).

Усл. f(x) интегрируема на [a, b].

Утв. 1) |f(x)| тоже интегрируема на [a, b];

Утв. 2) справедливо неравенство:
∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ 6
b∫

a

∣∣f(x)
∣∣ dx.

Лемма 2.5 (Интегрирование неравенств.).

Усл. Функции f(x) и g(x) интегрируемы на [a, b], a < b, и выполняется неравенство
f(x) 6 g(x).

Утв.
b∫
a

f(x)dx 6
b∫
a

g(x)dx.

Доказательство. Фиксируем произвольное разбиение отрезка [a, b] и произвольный выбор
точек ξi ∈ [xi−1, xi]. Так как f(x) 6 g(x), то для интегральных сумм верно то же неравенство:

n∑
i=1

f(ξi)∆xi 6
n∑
i=1

g(ξi)∆xi.

Переходя к пределу при диаметре разбиения → 0, получим требуемое утверждение.

Следствие 2.1.

Усл. Функция f(x) интегрируема на [a, b] (a < b), и выполнено неравенство
m 6 f(x) 6 M , где m и M – некоторые числа.

Утв. m(b− a) 6
b∫
a

f(x)dx 6 M(b− a).
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Теоремы о среднем

Доказательство. По Утверждению 2.5 имеем:

b∫
a

mdx 6

b∫
a

f(x)dx 6

b∫
a

Mdx.

По Утверждению 2.1 константы m и M можно вынести из-под знака интеграла.

m

b∫
a

1dx 6

b∫
a

f(x)dx 6 M

b∫
a

1dx.

Теперь нам осталось доказать, что
b∫
a

1dx = (b−a), и утверждение данного следствия доказано.

b∫
a

1dx = lim
δ→0

n∑
i=1

1 ·∆xi = lim
δ→0

((x1 − x0) + (x2 − x1) + . . .+ (xn−1 − xn−2) + (xn − xn−1)) .

Все слагаемые в последней сумме, кроме x0 и xn, сократятся, и мы получим:

b∫
a

1dx = lim
δ→0

(xn − x0) = lim
δ→0

(b− a) = b− a.

2.4. Теоремы о среднем

Теорема 2.3.

Усл. Функция f(x) непрерывна (и, следовательно, интегрируема) на отрезке [a, b],
a < b.

Утв. На отрезке [a, b] найдется такое число ξ ∈ [a, b], что

b∫
a

f(x)dx = f(ξ)(b− a).

Доказательство. По свойству непрерывных на отрезке функций f(x) достигает на [a, b]
своего максимума и минимума, т.е.
∃ m = min

[a, b]
f(x) и M = max

[a, b]
f(x) ∈ R : m 6 f(x) 6 M .

Применим Следствие 2.1, стр. 18:

m 6
1

b− a

b∫
a

f(x)dx 6 M.

Но функция, непрерывная на отрезке, принимает на этом отрезке все значения от мини-
мального до максимального, значит, на отрезке [a, b] найдется такая точка ξ ∈ [a, b], что

1
b−a

b∫
a

f(x)dx = f(ξ).

c© Д.С.Ткаченко -19-



Формула Ньютона – Лейбница

В случае f(ξ) > 0 геометрический смысл теоре-
мы 2.3 состоит в том, что площадь под графиком
f(x) на отрезке [a, b] равна площади прямоуголь-
ника со сторонами [a, b] и f(ξ).
Другими словами, у непрерывной и неотрицатель-
ной на отрезке функции найдётся точка ξ ∈ [a, b]
такая, что площади закрашенных фигур будут рав-
ны.

Справедливо и более общее утверждение.

Теорема 2.4.

Усл. Функция f(x) непрерывна, а g(x) интегрируема на отрезке [a, b] (a < b) и при
этом g(x) > 0 (или g(x) 6 0) на [a, b].

Утв. На отрезке [a, b] найдется такое число ξ ∈ [a, b], что

b∫
a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

b∫
a

g(x)dx.

3. Формула Ньютона – Лейбница

3.1. Определенный интеграл как функция переменного верхнего пре-
дела

Рассмотрим функцию f(x), интегрируемую по Риману на отрезке [a, b]. Раз она интегрируема
на [a, b], то она также итегрируема на [a, x] ∀x ∈ [a, b]. Тогда при каждом x ∈ [a, b] имеет

смысл выражение
x∫
a

f(t)dt, и при каждом x оно равно некоторому числу. Таким образом,

каждому x ∈ [a, b] поставлено в соответствие некоторое число
x∫
a

f(t)dt, т.е. на [a, b] задана

функция:

F (x) =

x∫
a

f(t)dt. (3.1)

Опр. 3.1. Функция F (x), заданная в (3.1), а также само выражение
x∫
a

f(t)dt называется

интегралом с переменным верхним пределом. Она определена на всем отрезке [a, b]
интегрируемости функции f(x).
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Формула Ньютона – Лейбница

Теорема 3.1.

Усл. f(t) непрерывна на [a, b], а функция F (x) задана формулой (3.1).

Утв. Функция F (x) дифференцируема на [a, b], причем F ′(x) = f(x).
(В точке a она дифференцируема справа, а в точке b – слева.)

Следствие 3.1. Усл. f(x) непрерывна на [a, b]. Утв. Любая первообразная функции f(x)
имеет вид

F (x) =

x∫
a

f(t)dt+ c,

где c ∈ R – некоторая константа.

Доказательство. По лемме 1.1, стр. 4, из того, что функция F (x) =
x∫
a

f(t)dt является перво-

образной для f(x), следует, что любая другая первообразная G(x) может отличаться от F (x)
только на постоянную: F (x)−G(x) = const.

3.2. Формула Ньютона – Лейбница.

Теорема 3.2.

Усл. f(t) непрерывна на [a, b], а F (x) ее любая первообразная.

Утв.
b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Доказательство. Рассмотрим некоторую первообразную F (x) функции f(x). По Следствию

3.1 она имеет вид F (x) =
x∫
a

f(t)dt+ c. Отсюда

F (a) =
a∫
a

f(t)dt+ c ⇒ c = F (a), и

F (b) =
b∫
a

f(t)dt+ c = [c = F (a)] =
b∫
a

f(t)dt+ F (a).

Перенесем F (a) в последнем равенстве в левую часть, переобозначим переменную интегриро-
вания снова через x и получим формулу Ньютона – Лейбница:
b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Замечание 3.1. Доказанное равенство

b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a) = F (x)
∣∣∣b
a

(3.2)

называется формулой Ньютона – Лейбница.
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Замена переменной в определенном интеграле

Пример 3.1. Вычислить 1)
1∫
0

x2dx; 2)
π∫
0

sinxdx; 3)
2π∫
0

sinxdx; 4)
2π∫
0

cosxdx.

1)
1∫
0

x2dx = x3

3

∣∣∣1
0

= 13

3
− 03

3
= 1

3
;

2)
π∫
0

sinxdx = (− cosx)
∣∣∣π
0

= − cosπ − (− cos 0) = −(−1)− (−1) = 2;

3)
2π∫
0

sinxdx = (− cosx)
∣∣∣2π
0

= − cos 2π − (− cos 0) = −1− (−1) = 0;

4)
2π∫
0

cosxdx = sinx
∣∣∣2π
0

= sin 2π − sin 0 = 0− 0 = 0.

Последние два примера показывают, что интеграл от sinx и cosx по периоду (или по целому
числу периодов) этих функций равен нулю.

3.3. Замена переменной в определенном интеграле

Утв. Имеет место следующая формула замены переменной:

β∫
α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt =

ϕ(β)∫
ϕ(α)

f(x)dx.

Здесь произведена замена: x = ϕ(t), поэтому пределы интегрирования t = α и t = β
заменяются на x = ϕ(α) и x = ϕ(β).

Замечание 3.2. Чтобы приведённая формула имела смысл, необходимо, разумеется, требовать,
чтобы функция ϕ(t) была определена и дифференцируема на отрезке [α, β], а функция
f(x) – интегрируема на промежутке [ϕ(α), ϕ(β)].

Пример 3.2.

1∫
−1

√
1− x2dx =

[
x = sin t; dx = cos tdt

−1 = sin(−π/2); 1 = sin(π/2)

]
=

π
2∫

−π
2

√
1− sin2 t cos tdt =

=

π
2∫

−π
2

cos2 tdt = [ по формуле понижения ] =
1

2

π
2∫

−π
2

(1 + cos 2t)dt =
1

2

(
t+

1

2
sin 2t

) ∣∣∣∣∣∣
t=π

2

t=−π
2

=
π

2

3.4. Интегрирование по частям

Теорема 3.3.

Усл. Функции u(x) и v(x) имеют на отрезке [a, b] непрерывную производную.

Утв. Имеет место следующее равенство:

b∫
a

u(x)v′(x)dx = uv
∣∣b
a
−

b∫
a

u′(x)v(x)dx, или, короче,
b∫

a

udv = uv
∣∣b
a
−

b∫
a

vdu.
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Интегрирование по частям

Доказательство. В силу правила дифференцирования произведения, (uv)′ = u′v+uv′. Отсю-
да, функция u(x) · v(x) является первообразной для функции u′v+ uv′. По формуле Ньютона

– Лейбница имеем:
b∫
a

(u(x)v′(x) + u′(x)v(x)) dx = uv
∣∣b
a
, и наше утверждение доказано.

Пример 3.3.

1∫
0

arctg xdx =

[
u(x) = arctg x, v(x) = x
u′(x) = 1

1+x2 , v′(x) = 1

]
= arctg x · x

∣∣∣1
0
−

1∫
0

(arctg x)′ · xdx =

=
(π

4
· 1− 0 · 0

)
−

1∫
0

x

1 + x2
dx =

[
t = 1 + x2; xdx = dt

2

x = 0⇒ t = 1; x = 1⇒ t = 2

]
=
π

4
− 1

2

2∫
1

dt

t
=

=
π

4
− 1

2
ln |t|

∣∣∣∣∣
t=2

t=1

=
π

4
− 1

2
(ln 2− ln 1) =

π

4
− ln 2

2
.
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Интегрирование по частям

Вопросы к экзамену по материалу этой лекции:

1) Понятия первообразной и неопределённого интеграла.

2) Утверждение о разности первообразных.

3) Основные свойства неопределённого интеграла. (Одно на выбор с доказательством).

4) Таблица основных неопределённых интегралов.

5) Интегрирование по частям.

6) Интегрирование методом замены переменной*.

7) Деление многочленов.

8) Разложение рациональных функций на простейшие дроби*. Метод неопределённых ко-
эффициентов.

9) Интегрирование дробно-рациональных функций.

10) Интегрирование тригонометрических функций.

11) Понятие неопределенного интеграла. Связь с первообразной.

12) Свойства неопределенного интеграла. (Одно на выбор с доказательством)

13) Таблица основных неопределенных интегралов.

14) Формула интегрирования по частям.

15) Замена переменной в неопределенном интеграле*.

16) Теорема о разложении рациональных функций на простейшие дроби*.

17) Метод неопределенных коэффициентов*. Примеры.

18) Интегрирование дробно-рациональных функций. Алгоритм и примеры.

19) Интегрирование тригонометрических функций. Основные приёмы и примеры.

20) Интегральная сумма, определенный интеграл, их геометрический смысл.

21) Классы интегрируемых функций. Необходимое условие интегрируемости*. Достаточные
условия интегрируемости*.

22) Свойства определенного интеграла. (Два свойства линейности – с доказательством).

23) Интегрирование неравенств. Теоремы о среднем.

24) Производная от интеграла по переменному верхнему пределу*.

25) Формула Ньютона –Лейбница.

26) Замена переменной в определенном интеграле*.

27) Интегрирование по частям для определенного интеграла.

(Знак * около утверждения означает "без доказательства".)

c© Д.С.Ткаченко -24-
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