
Д/з 7 по УМФ для потока К-6

1. Вычислить по определению и составить таблицу полиномов Лежандра

Pn(t) =
1

2n n!

dn

dtn
[
(t2 − 1)n

]
, n = 0, 1, 2, 3, 4.

2. Проверить непосредственно, что
1∫

−1

P2(t)P4(t) dt = 0.

3. Выразить основные полиномы 1, t, t2, t3, t4 через полиномы Лежандра.

4. Решить внутреннюю задачу Дирихле в трехмерном шаре:
∆u = 0, 0 ≤ r < R,

u|r=R = f(cos θ), 0 ≤ θ ≤ π,

u = u(r, θ) =?

5. Построить (без вычисления интегралов!) функцию u(r, θ), гармоническую в шаре ради-
уса R и удовлетворяющую граничному условию:

а) u|r=R = 3 + 5 cos2 θ; б) u|r=R = 3 cos3 θ − cos θ. (№ 790 а), в) из [БК])

6. Повторение: выразить через интеграл ошибок следующий интеграл

I(σ, t) =
1√
4πt

∞∫
−∞

e−s
2/(4t) eσ|s| ds, σ ∈ R, t > 0.

Ответы:

1. P0(t) ≡ 1, P1(t) = t, P2(t) = 1
2
(3t2 − 1), P3(t) = 1

2
(5t3 − 3t),

P4(t) = 1
8
(35t4 − 30t2 + 3).

2.
1∫

−1

P2(t)P4(t) dt =
1

8

1∫
0

(3t2 − 1) (35t4 − 30t2 + 3) dt = {вычисления} = 0.

3. 1 = P0(t), t = P1(t), t2 = 1
3
(P0(t) + 2P2(t)), t3 = 1

5
(3P1(t) + 2P3(t)),

t4 = 1
35

(7P0(t) + 20P2(t) + 8P4(t)).

4. u(r, θ) =
∞∑
n=0

CnPn(cos θ)
( r
R

)n
при 0 ≤ r ≤ R,

где Cn =
2n+ 1

2

1∫
−1

f(t)Pn(t) dt.

5. а) u(r, θ) =
14

3
+

10

3
P2(cos θ)

( r
R

)2

; б) u(r, θ) =
4

5
P1(cos θ)

r

R
+

6

5
P3(cos θ)

( r
R

)3

.

6. I(σ, t) = (1 + Φ(σ
√
t )) eσ

2t, где Φ(z) =
2√
π

z∫
0

e−τ
2

dτ .

1


