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oяeви.Цнo,

P(th(t) ' I tP(t) '  
t>o'=10, 
r<0,

таK чтo если 9(J) yдo"ле',op'eT yслoвиям l. и 3., тo и(t)т(t) yдoвпeтвo-
pяет всем yслoвиям. ttzlЛагаемЬlм на фyнKЦии-opигиналы.

3адaчи для сar'oстoятeльнoro pelДeния

1. Пpoвepить, кaкиe из yкaзaнньlx фyнкций являIoтся фyнкциями-opигиllaлaми:

a) |(t):btdq, ь>o, b+ l; б) 11t1: q\21a1|t'111'
I

в) f(q__fiq(t|: i  |Q):t1q(t);
д) l(t) = сtr (з - i)t т(t); e) l(') = t8' 

',(,);
x) /(l) = l.1(t); з) ,(') = e-. сos 

' '(');n) I()=е|1,l()i К) J()=е-t,q(t,i

л1 1@=}1(); *1 11,1 = o1,1 * f(.l)!',(r -,с).
l=!

B дальнейrшем для сoKpаlцения записи бyдем, KaK пpaвиJlo' писaтЬ

l(t) вместo l(t)1(t)' снитая' чm pассматp]lваемые нами фyнкuии пpo.
дoЛxены нyлем JUlя oтpицатeльныx l.

Ilзoбpoucaueм функцuu t(t) пo Лaплaсy нaзьIsаeтся фyнкuия f(p)
кoмллеt(снoгo пеpеменнoгo p = s + io, oпpеделяемая pав€нствoltl

FO: IJg)e-Ptd..  {2)I"
Toт факт, нтo .Р(p) есть и3oбpaxениe /(')' бyдем симBoлически за-

письIвaть тaK:
I(t): Fkt)'

Фунrcцuя F(p) onpеdелeнa 6 nonуnлoc|сoс|nu Rеp = 5 1 so u явllяеmся
в эmoЙ nollуnлoclсocmu анaлumuческoй функцuеЙ.

пpимep 2. пoЛЬзyясЬ oпpeдeлeниeм, нaйти изoбpахeниe Фyнкции

IO = 
"2' '

PeuJeн'1e..цля фyнKции I(t) : e,| имeeм ,o = 2. Iloэтoмy изoбpaxrние
I'(p) будeт вo всякoм сл],лia€ oпpеделенo и аllivlитичtlo в пoлyплoскoсти Rеp > 2.
имeeм

F(p|: l  e, ,  е
0

s|' нaхФк,qeн']e иэoбpaхeниЙ и opигпнaлoв

|1тaк, PQ| = --1. 316 фyнкция aна,lитична пpи Rеp > 2. и' кpoме тoгo, oнa
o- z

aн.L'Iитичнa всЬдy' зa исключeниeм тoчкI,l p = 2. Этo нe пpoтивopеvит сфopмy-
лиpoвariнoмy BьIшe }твeрxдeниIo' тaк кaк пoсЛeднeе аdpoнпupуеп aнaJ|uT\-|ЧI1ocTь
.Е'(p) пpи Rеp > J0' нo вoвсr нr !пвepx.даeт. чтo если RеP < s9. тo .Е'ф) всюлy

3адaчи для самoстoятeльнoгo peшeния

cBoЙcтBa пpeoбpa1oвaния лaплaca

тeoperrа IIpе oб p азoв a н u е Ла n'1 а cа

F(Й_ 
|е-f ,I\)dt
ъ

eduнcnвeнвo в 
'noм 

c]|ьtc!|е' lmo dве фунrcцuu fi(t) u J2(t) ' 
ui|еloцuе

oОunarcoвue npеoбpaзoвaнuя Jlonлaсo, coвnadаюп oo вcех moчrcoх aеnpе-
pывнocmu Оля вcех t > 0.

PазличньIе paзpьIвные фyнкuии мoгyг иIr,teть oдиttакoBoe пpеoбpазo-
вaние Лaплaса (uиTаTeЛю пpeдлaгаеТся п(ЕтpoитЬ пpимеp тaxoй фyнкции).

|. сsoйствo линeйнoc|.|. ,цля любь!х |сoмШеKcI|ь!х noсmoянных а u B

aJ()+F90)=аF(p)+BGФ)
(зdеcь u вcюdу в dальнеЙшем cчumаем J (t) = Р(p)' g(t): cФ))'

3адачи для самoстoятeльнoгo pertleния

пoльзyясь oпpeделeltием, нaйти и3oбpaxевия слeдуIoЦи]( фyнкций:

2' I(t)=t. 3. ,( ' )  =sinз. '  4 '  !(I)=k|. 5. . f()=f (o>-l) .

I
6. Moxет ли фyнкu nя 9|p| = _L слy)iо{rь изoбpаxeниeм нeкoтopoгo opигиrraлa?.- ' . ,  сosl ,

llаfi ти изoбpD(eния фyнкций:

7. l+,.  8. 2s iп,-сos..  9. t+le-,
2-

||. тeopeмa пoдoбия. ,Цля любoеo nocпoяннoеo tl } 0

/(с0 J ]лrд).
0 \с/

= ...:- (f,ep= в > 2).,' o,_ [ "-ь-,u д= _-L . "-r,-u,IJ -\p-t) |
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3адaчи д,tя самoстoятeльнoгo peшeния

пoль3yясь тsopсмoй пoдoбия, rraйти r'зoбpoксния слсдyющlrx фyнкций:

1o. |(r)=c"t '  11.,( ,):s iп4,.  12'  a| !(t) = cц't , l t ;  б),( .)=sh3t.

13. Пyсть ,(|I i F(d. нaltгr изoбpаxенис фWкциП ,('/с) (с ) 0) нeпoсpед-
ст!енllo ll с пoмolцью т€opeмш пoдoбия.

пoльзyясь тсoI,€мами линeйяogги t{ пoдoбrя, наllтrr rrзoбI'аxeппя слqД/Ioщru(

Фyl{цrrй:
14. 

'(r) 
= sin 1.

16. /(,) = сos зt.

18. /(r) = sin t.

|lI. дr.rффэpoнциpoваниe oPиrиналa. Еслu функцuu

tQ), I 'Q),..., J\" '(t)
являюmcя функцuяt,lu-oPu?u|||tл|1l|u u t() ; FФ)' no

t'(tl: prrd - t(o),
f' (q i P2 Ftd - Pr(o) - r'(o),

s|. l1oaxдeнne ugoбpaxeниЙ и opпruнaлoв

22.

24.

l(!) = I sinol.

I(t): lcosut.

23. l(') = сos.'.

25. l(t) =tet.

.t5. 
l(') = sin пr! cos nt.

17. l(t) = 5i1р! 5i17g.

19. l(l) = сo3 m| g99 
'l1.

|v' дriфФёpёнцr{polsниэ,зo6pexeнnя',\uффpенцupoвo||uе uЗфpа-
же,|uя cвdumcя ,с у'tнo*е,|uю Ia (_t) opuеuнoлa

t'(i: -tJ(t)
uлu, вdtцq

,'(')Ф) = (_')",(').

пPимep 4. найти изoбpaxaниe фy}tкции !(t) =tzet.

Peuleнne' Имеем el i -!. no *o,".," o дrrффPснциpoваtlии изoбpaxс.
o- |

/ l  \ '  .  l
ншя l --:--: l = -.e., oткyдa -L i te| ' Дaлеe

\P- t , l  tp- tr

(6Jry)'= -'l'"'1 nnn r\ = t'"''

3aдачи для сaмoстoятeльнoгo p€шelrия

l|Ф(t): p"e(p) _ p"-| JФ) - P"-2J,(0) - ... -,('_l)(0)'

zОе nа 1\h|1o1 (&: l,2, ... ,n - |) noнuлаemся lim 1{l)р1.
,++0

пPимop з. пoлЬзyясЬ тeopeмoй o ди.Ффepoнцl,ipoвaнии op|[т|iнaлa,
нaйти изoopaкoниe фyнкtlии l(') = sin.t'

PвuJeн'|e' пygгь l(') # л(P). ъгдa

./(t) =pлФ) - /(0).

rro l(0)=0, a /,(r) = 2sin,сo6' = siп 2r = 
д{.*"oo.",-", ' ' {*=Ф|l)'oтt(yдa

t{t'l= 
*}t=sin'1t.

3aдaчи д,rя сar'oстoятeльнoro peц,eния

пoль3yясь теopемoй o дифФеpeнциpoвании opиrи}Iaлa' нanти и3oбpаxеrrис сJrr.
.щдoщиx фyнкцrrй:
20. /(.) = сoз ,t.

нafги шoбpаxеrrия сл.Дrющ!rх фyнюrяй:
2в' ItФ=tcс,st. 27' ,(t) = t(е. +cht).
28. I(t):(t+t)Ein2t.  29. 11t1 =1gh3;.

v. иt{тeгp].rpoв.t{l6 oриrинал.. Ilнmееpupoвoнue opuеuнaлa свodumся
rc dелenuю umбpaэlcенuя на P' m. е' еcлu I(t) = FФ) 

' 
tno

| . . F(p)
It?)сIт=:.

JP
0

пp.rIёP 5. найти изodpaxsниe фyнкtrии
t

f  , .
I e'ат.
ъ

I
PeЦreниe. Имеем е| + -.:-;. Пo тсoрмс oб иrтт€гpllpoвartии opигинaлa

o-l

, l

| ",4.: 
P-t = 

- l--- .t  p pw- t)
021. t(t' = sintt.



30. ,( ' )  = ls inтdт.
0

э2' I(t\ = l т sh2т d'т '
0

8 гл a*a |. oПepaцпoнlloe иcч|lcлeнue

3адачи для самoстoятeльt{oro peшeния

найти изoбpаxeния слeдyюЦиx фyrrкциЙ:

з1' Io= l Q + |) cost,lт ttт.
0

f_
з3. l(') = l cos.t'lt с!т'

0

I
f_

з5. ,(') = l т,e-, dт'

v|. интeгpиpoваниe изoбpаxeния. Ecлu uнmеepал t l@) dp cхodun.

cs' пo o|r с!1у.хum uзofupaженuел фуo*цuu *. 
P

f/r\ |!. = l rg,1 аp'IJ
p

прlrмep 6. Hайти изoбp (eниe фyнкции Y.

PeuJeниe' кaк и]вeстнo' sin i = 
-j. 

. Пoэтoмyp'+l

C пoмoщьto теopемы oб интегpиpoBании изoбраxения легкo Bьlчи.
сляются некoтopьIе несoбсTвенвЬIe интeгpilЛЬI. oo,/'l

пyсть l(t) -.Е'(p) 
и пyсть сxoдится несoбственнЬIй интerpaл t :-i аt '

Toгдa

I f(л rl -'.:.! .|. = l Flо) dp' (з)
J t-  r
00

где иHтrгpitл спрaва мoxHo вьlчислять пo пoлoxительнoй пoлyoси.

пp]rмep 7. вычислитЬ интeгpaл

PeIlJe|Iae. имеем siп 
' 
= ,]; ' пo 6opмyлe 1з1p'+l

s |. l.taхo'*'qeн'e''зoбpaxeн!'|Й t4 opnгинaлoB

3адачи для саlroстoятeльнoгo peшeния

vlI. тeopeма смeцeния. Ecлu J {t) i F(p)' пo 0ля любoеo KoмШекс-
l|oеo po

7'l *.
Jt
0

з4. Jo= l  chuтdт'
0

/s in. f  dz l* г
I -dt= I 

-=arc|яz| 
=_

I t  t  - t tr  2t0

sint f d,p l-
| =J 

t j  
=u.,8P1,

?

(.Цля мнoгoзна'rныx фyнкций Lnz' Arсtgz
кoтopых lл l = 0, аrсlg | = т/4 tlт'д').

=;-arcr8Р=arcсlgP

и т.д. беpeм их гЛaвные ветвI,l'

3адачи д,rя самoстoятeльнoгo peЩeния

нaйти изo6рaxения следyloщих фyнкций:
. t-1 | -o-t . i -2зo.") ?; б) T. о Y. зz., l
et- l -a e..е .

сos'-сos2'

o)38. а) , ; o, --l--
ф, lo: F(p _ pф' (4)
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пpимep 8. нaйти изoбpаxeниe фyнкции I(t): e.. cвzt.

Peшeниe. Имeeм cos2t i ofr,. 
пo тсopемe смеutе 'Шя kh = -1)

е-tсos2t:6#,*r-

3адaни для сaмoстoятeльнoro peцteния

Ilaй.гП изoбpаxrния след)пoщиx фyнкц'rR;
45. a) e2. siп l; б) e! сos nl. 46. e ' . t" .

e]. siп 2'.47. еt sht. 48. 
'el 

сos.. 49. 50. e-"' сos 2Bl.

v||l. тeoper'а 3апaздывaнlя. Eсnu I(t) = Fki'
хcu mельl|oеo т

f {t - т) = e-F Ftp).

Ъopемy запаз.Цьlвания yдoбнo испoльзoBатЬ пpи oтыскaнии
хeния фyнкций, кoтopые нa paзньlx yчастках зaдаются pа3ньIми
тическими выpаjкенияIt'и.

пprмep g. Hайти изoбpахeниe фyнxции

te_t)=(t_t)rq(t_t).
PeЦeнne' fuя фyнкuии tQ) = |lltФ) uмeeм

IO:;

I1o тeopeмe запа3дъtвaния для фyнкции IG-|)=(t- l)24(J- t) имeем

(t - t),1( - t\ = 
"-r 1.

P'

3десь сyшtественнo, чтo lrцeтся изo6paxeние функции IФ-D=(.- r),1(l- |),т. е. фy}iкции, pавHoй нyлlo пpи t < l.

,,, I3n.Р"::u*ь фyнкциlo f |(t) = (t - |)z1(t), тo lля неe uмeли бы l'(i) =
|t. - 2t + |)'l(.) и пo свoйствy Линeйнoстrt

( ' - l ) ,т( ')= 1_э*!'Pp 'p

s |' нaхoxДrHиe изoбpaxeниЙ п oplarинaлoB l tl0

5з.

3адачи дltя саr,roстoятeльнoгo peщeния

нaйти изoбpaxrние фyнкций:
51. siп (! - D)r,(l. D). 52. сos,1(t-b)rlц-b). et-2q(t - 2).

mo 0ля лю6ozo noлo.

пpимep 10. нaйти изoopaxeниe д(p) фy}tк|.lии l(t)' зaдaннoй cлeдy.
ющим гpaфикoм (рис. 1):

Pис. l

, Pelreнne. нaйlдем aналитическoe выpaxениe шя l(!).
a) Д:lя t е (0' с) фyнкция l(,) задаeIся фpмyлoЙ

f t)=,#nЦ. (6)
б) Для ! €  (o,2с) имeем J(t) = 0.
B) пpll. t > 2с пoлраeм

ft')=+tt(-2o). (7)
пpедпoлаraя, чтo Фyriкция ,(,) зaдаlra фpмyлoй (6) для всех 

' 
> 0, выясниIl,

хaкyro фyнкuиlo Фl(') нsдo к нef,i пpибaвrгЬ, чтoбьr пoлyчитЬ фyrrкцию /(') = 0
Iля gcех t > a' пoтpe6oBав, чт06ы пpи 

' 
> с

,-o 
* Ф,() = o,

o
нaitдем

фft) = -t_!o(. a)'
.цaлеe наxoдцм такyю фFrкциIo ф,(t)' втoбы в сyмме с ,(') = 0 имeть

t-2@
ф},tlкциto - для всех 

' 
> 2a' этo &aeт

o+фzФ=#,
oткyдa 

I - 1^
tpr(tl =:n(t - 2a'1.

Тaким o6paзoм, для всеx 
' 

> 0 пoлyчим

.. t-o. t-a t-2a
I{ц = -il(t) - -;-|(t - o) + 

-_1l$ 

- 2a''.

(5)

изo6pa-
aнaЛп-



t7l6

B пщкгпке oпеpациoннoгo исчислeния приxoдится' инoгда стал-
KиBаться с тaк назьIBаeмьlми oбoбцtеннымя фyнкциями.,, игpaющими
EDкIlyю poль B сoBpемeн}ioй матeмaтикe.

oдним из прдставителей oбoбщeннЬIx фyнкций является фy}tкция
.(иpaкa d(t)' кoтopaя oпpедеЛяeтся тaк:

s|. нaxo(дeниe иэoбpaКeнI,1й |4 opl,'rинaлoB

Aналoгичнo, пpи любoм т

т1, (t _ т) : 611 _ 
"1.

3амеTим, Чтo пpoизвoдная фyнкции r1(t) в oбыннoм смьIслr pаBнa }Iyлю

'J|Я 
Bcе}< t + 0' a пpи f = 0 не сyщeстByeт.
Cпpaведливьt фopмyльr

6(',) = t;

,  6\-|(D:p^, n>o _ ЦeЛoe; ( l0)

6(t _ т\ : e-r, .

Pассмoтpим фyнкцию l(')' имeюЦyю pазpывьl пеpвoгo poдa в тoчках
.* (e = | '  2 ' . . .  ,  n) сo сканками

hr =.f(,r+0) - r(r i  -0) (k: r ,2, . . ,n).
Ilyсть /(i) нeпpеpьIBнo диффrpеr.rциpyeмa в интepвалaх (tд,lд*1)

(e: l '  2 ' . . .  'n- |) нлpлt1t1 и,>,o.тoгдa

l,(') :,i(') +' hЬ6(t _ tk)'
ь=|

гдe ll(.) = l(') _ 

' 

h2l1Q _ t) - <сoмкнyгая> фyнкuия. Tаким oбpaзoм,

пpoи3Boдная paзpывнoй фyнщии l(t) сoстaшIяeтся из eе oбьIчнoй пpoиз.
волнoй l|() (в интеpвaлах глaдKoсти l(t)) и сyl'lмьl 6.фyнкций в тoчкаx
pазpыва с сooтветстByюlцI{ми скaчками B кaчестве кoэффиuиeнтoв. Этo
пpаBилo BаJкнo д,lя пpавильнoгo пpимerteHия ]гeopeм oпepациoннoгo ис-
числeния K pазpыBным фyнкциям.

Pассмoтpим, нaпpиn,ep' фyнкuиlo l(t), oпpеделяеt'tyю так:

IФ = тt(t) _ 2т1Q _ |) + q(t _ 2).

Пpименяя фopмyrry (l l), Irахoдим

f 0 = a(q - 26(t - t) + 6(t - 2),

oтKyдa сoглaснo сooтнorшениям (10)

TлaBa 1' oпepaЦLaoннoe иcчL4cлeн.4e

3aдачи д,tя саr'oстoятeльнoгo pertleния

найти lrзoбpaxеЕие сле'цyюцIи'( пepиoдическиx фyнкций:

71.

7з'

l(r) : lsin,l. 72. f(t) = lcostl.

TO

(r!  = 0, l ,2,  . . .) .

( l  !)

l )6( ')={o, 
ecлt ' l  t|0 '

(ф, если 
'=0,

p

2) I 6(.)I(t) dt = I(0),

rtе (a' p) .* лю6oй интepвaл, сo.цeрxащий тoЧкy t = 0' a I Q) _ фyнкция,
неrrpepыBнaя B тoчкe t:0.

Arrалoгичt'Io oпpeдeляетcя фщкЦия d(' - т), сoсpeдoтoчeннaя B тoчкe

B теopии oбoбшенньIx фyнкций d(t) pассмaщиBается KаK пpoизвoд-
. . .  (t ,  t>0,нaя едl,lнl,tчнoЙ Фy}iкции T(') = 

t 0. 
' 

< 0.

n (t):6(t).

., стpoгo€ oпpеделеtlие o6oбщe}ftrых фylrкцrй см', напpимеp, B кнnrc:- Геnфa\d II. M.,
IIIunoв r. E' oбoбщeняьIe фyrкции и д9йствия над ними. М.: Физмaтгиз, 1959.

Hестpoгие pассyщцeния без щета фopмyлы ( t l) пpивeли бы к сЛедyющемy.
Пpoизвo.uнaя l(t) в oбыvнoм смысле paвнa нyлю Bсюдy' кpoме тoчeк l = 0,

.[алeе,

чтo дaeт снoвa

! ,(t) i |-2e-2+е_2p.

ю:|_2;г,  *|г",

I (t) : ц(t) _ 2ц(t _ |') + ц(t - 2).(e)



oтвeтьt

a) лa; б) лa; в)
I

p'

6' llcт.

I

P-a

oF|оa|.

2в.
2P' - 6p
(l + t) ' '
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