
s2. Peueн'e эaдaчL,| Kou!'4 tltя л|,'нeЙнь!х oду

испoльtyя т€opeмy эфpoсa' rraити opllшHaJrьr слrдyющих фy'rкцrril (o _ Eeще-

2928 rлa?я |. onepatluoннoe uс" '|cлeн'e

н8йтIr opигинальl пo зaДrннoмy и3oбpФ(errию:
I

в частнoсти, если Ф(p) = 

'' 

ord= n/F''o

9|t 'o = +e- ' , l |4ц.vтt
Пoэтoмy, eorи известнo' ттo д(p) = l(t)' m пo теopeме Эфpoса нахoлим

F(,п)
opИ,fuнaJI Iля -т- i

F('/-p) 
- 

|- 
[ 11"1"-',trао 4''

.п 
= 

1n1 l  J\т le . '  aт.

3аAачи дrrя сaмoстoятeльнoro peшeния

1o9. л(P) =,##,

1 r 1. д(P) = 
6т##L-2) Ф, + 4)

",-t - 
I

' " ' -  f  *"t*t '* 'o*t '

FФ)=#

ro3. rФ): vi;в
1o5. д(,) = G+lF.
1o7. FФ)= *+тт

1.|з.

115.

117. F(P)=,--й'

rrэ. л1p1 = -З1-.

121. F(i = ::-.

1o4. Fk,')=vi;л

106. л(P)= (l+т.

108. л(P) =

1'0. FФ)=

112. FФ, =

I
:--"-----a-1_.t-p+p'

I

v@тт
pФ+|,Ф+2'). . .в '+n)-

(le)

114.Fki=##h

116. r'Ф) =v#т

1rs. r,(p)= f##,
12o. roi=V+-.tr+
rzz. rte'1=4 ̂ .

125' Ftэ,=;6fuu.

12t. Foi=#

ственнoe .rислo):

e-fr"to
128. F{t'1 = -. ' - ' l i129. FG'l = --=.

P-" JF
1зo. Fb)= 

e, 
.

123. Fk,, = 
7|{"-," 

+ z"-', + з"un1.

е-| oе-7p
124. F11t) = 

e,J+?_4
э-P 1o-7p А,-'I

12a' FUj,=т*?* 
, ,

тeoporra эфPoca. IIуcпb JФ: F|d' u пуcпь ФQt) u qQt) - aнaлu-
пuнеcкuе фуttкцuu пtI'сuе' чпo

Ф(P)e_'{Ф) = 9Q,т|.

Iь?aa 
T

дtcФ)]оФ) = | tF|vQ'т)dт'
0

1з1. F(Р) = i-2,. 
-. 

132. л(P) =#' 
'/F(#.h)

испoльзyя тсopeмy эфpoса' вЦчисJrить слeдyюrцие и}lтегp{ЦЬI:

.l33. l(.t= !_ [.1."-',лo'| 
'т. 

134. Ift\= L [ 
"o," "-.,tloо 

o,." Jrl J " lrl J
о0

l35. r(,) = !_ [ 
" "1,..-',л"l 

6'' 136. I(r}= ! |."in""-',tl.,l 4".' '  
' /т.  J ' '  lтt  J

00

$2. Peшeниe зaдачи Koши для oбыкнoвeнньtx
линeйныx диффepeнциальнЬtx ypавнeний
с пoстoян}|ьlriи кoэффициeнтаlt'l|

Пyсть имeeм лиффpeнциirльнoе ypaвнение (лля пpoстoтьI - втopoгo
пopядкa)

dla а'
aoтz- +a|тi  + o2a(t) = f(t) '

гдe ф' @l, с2 = сonst, ag { 0' l (t) _ фyнкuия.opигинaл.

(r)



3l30 rЛaвя |. onepaцaoннoe''cчucIlен'1e

Бyлем исKать petшrние ypавнения (1),
yсловияlrl:

с(0) = 3o, с,101 =2'. \2)
Пyсть с(t) # хФ)' |(t) # Л(p). Пpимeняя к oбeим'lастям (l) пpeoбpa.
зoвaние Лаплaоa и испoльзyя теopемy o диффpенциpoвaнИу| op|||Инaлa
и свoйствo линeйнoсти пpeoбpaзoвaнИя ЛanJlв'ca, вместo диФфrprнциалЬ-
нoгo },pавнeния (l) с нavальными yслoвиями (2) пoлщаем oпеpaтopнoe
ypавнeниe

(asp' + ae + az)X(p) - (oopto + oott + atao) -- Fk)). (3)
Из (3) нaxoлим

x(o:F(P)+цpxo+aox|+apo
aop2+otp+a2

Этo так нaзываемoe oпеpampнoe pешение. Hаxoдя пo .X(p) opигинал с(t),
мьl тем сaмым наltлeм фyнкцию с(t) - рIшeние залauи Koшrи (l)-(2).

oбцrиЙ cл}л{ай peшel{ия задaчи Кotuи для лиффщнциаJlьrrom yраB.
нeния 

'r-гo 
пopя.цкa пpинцПпи:lлЬнo ничeм нe oтличаeтся o7 cлучaя n = 2.

Cхeлo pещeнuя зadoчu l(oulu
c noмoць|o t|pеoбpoЗoвolluя Лonлaco

3дecь .L означаeт пpимeнeниe к I .пpеoбpaзoвaния Лaплaca, А _
p€rueниe oпеpaтopнoгo ypaвнeния I|, L_. _ пpименeние l( IIl oбpатнoгo
пproбpазoвания лапласа.

пPиrieP 1' PeшитЬ зaдaчy Koши

a, '+с:2сost i  с(0):0, s,(0): _ l .

PeЦleниe.

'(t) 
; хlp), d(t) 7 pх{p) - c(o): px(p)'

a,'(t,: p1хki - P'(0) - u,(0) = P,x(P) + l, сos'= -;+,

s2. PeШeнue эaдaчu Kotltп дtя лuнeЙных o,ЦУ

тaк чтo oпеpaтopнo€ )Фавttение имеeт вид

p,хц,1+t+xt l1=4-:

х1e1= ==2 - - =tr l+ l) ,  f  +t '
нaхoдим opигltuал дл Я х (Р) ' op|flaюл мяфy"*ц"' -.! .p '+l

I
; :--: = sin l'p '+l

для riахoxдеriия opигиrrала для фyttкции 
'$= "o"n-*y.l{ся' 

нaпpи]\{ep'(P' -r rr'
тeopeмoЙ o дифф€pенцирoвaни{ изoбpахения (см. $ l4):

2p / I  \ '
6йт 

= _ 
\ez a 1/, .= l sin t.

3нaчит' x(p) =, sin. - sin' = (' _ l) sin,.
итax о(!) = (l _ t) sinr.

3адaчи для сaмoстoятeльнoro pёщeния

Pешить слeд}roциe дriфФrpeнциaль}ti{е !Pавнеl{l,tя пpи 3aданныx нaчaльных услo-

l{ачаJl ьн ы}rl

1.37, a '+a=e-t,
138. g,-с=l,

139. a,+ 2о: s iпt,
l40. о,, = l,
l l l ,  att lat=1,
142. a" +r=0,

143' a,, +зa, : e| ,
144. Ett - 2at = elr ,
145. а', + 2a, - 3a = е-l ,
146, a"' + a' = t,
14?, a" +2a':ts int,
148. a" +2zt+a=slnt,
149, a"' - a" =sint,
15O, a" '+a'=t,

151. a, ,-2в'+a=еt,
152. r" '+2x' ,  +5,-,=0,
15з. 2n - 2a' +2x = |'
754. сlI + 

'l 
= cost'

о(0) = 1.
с(0) = _ l.
o(0) = 0.
o(0) :0' о,(0) = l.
э(0) = 0' o,(0) = l.
с(0) = l, 0,(0) = 0.

o(o) -- 0, of (o) = -1.
о(0)=о,(a)=6.

о(0) = 0' o,(0) = l.
o(0) = 

''(0) 
= о,l(0) = 0.

с(0) = 0' 3,(a) = 9.
r(0) = 0, o'(0) = -1.
t(0)=o'(0)=о, l(a)=a.
о(0) = о'  o,(0)=-l;  a, ,(0) =o.

,(0) = 0, r'(0) = l.
.(0) = -l, сl(o) = 2, ollp)=a.
о(0)=с,(o)=0.
r(0) = 2, a'(0) = 0.

oпеpaтopнo€ ypaвнelrиr
пpoстpaнствe изoбpаx€ний

PerцеIIие oпеpaтopнoгo
ypаBнaЦиЯ



ГЛa\a 1. oПepaЦиo|]Hoe иcчИcлeниe

,(0)=о'(0)=о, '(0)=0.

$2. PeIЦeнL'|e тa,qaч'| КoIЦи Для линейных oД,у

192. a', +4c : s|nt. о(0) - 3,(0) = 0'

19З. l,', + c' = e1t , .(0) = с,(0) = с,,(0) = 0.

194. аlv + о,,, = сos,, с(0) = c,(0) = c,,(0) = 0, оi,,(0): ?.

1s5. 
'"  

-4x=s./r ' ; ts.л;t ,  
"(0)= 

1, 
' ' (0)=0.

196. с lv_5o,,+l0,,_со=0' а(0)= l ,  э,(0)=0, r ' ,(o)=6, a ' ' , (0)=_\4.

197. t , '  +a'  +а =tе| '  .(0)=.,(0)=0.
198.c, '+э=lсost '  о(0)=',(0)=0.
199. c"' + 3a" - 4a = o, r(0) = .'(0) = 0, c"(0) = 2.

2oo. с ' ' '  + Зa, '  + 3а'  + x = | ' ,(0) = д,(0) = с, ,(0) = 0.
2o1. a ' , '+е= |,  c(0) =,,(0) = с, ,(0) =0.

2o2. a ' '  1ц7a = сlт(t) _ , i ( t  _ ь)|,  .(0)=,,(0)=0.

тpебоBaниr' чтoбьt начальньlе yслoвия бьtли зaданьI B тoчкe l = 0,

нeсyщсстBсннo| тaK как Лиrrейнoй заменoй нr3aRисимoй пеpеменнoй .

задaчa Korrrи лpи t = t6l 0 свoдится к задaче с HачiЦь}lЬIми yсЛoBияIllи

B ToчKе 
' 

= 0. Пoкaxсм эTo нa пpимеpе диффеpеHЦиалЬнoгo ypаBHeния

Bтopoгo пopядкa.
Пyсть тpебyется найти pеll lение ypaBнеt,lия

aoa" (t) + a1x' (t) + azr(t) = IO,

y.цoвЛетвopяюtцсе }iач?LJlьtlьIм yслoBиям а(to) = a', 
'l11.1

Пoлoxим
t=т+to|

a(t) _* t(т + tn) = i(т):

Ip)=|(т+to|=JF).
Тoгда

a'(t) = п,(т +to| =т(т) '

x,' (t) : a', (т + td = i' (т) '
и ypaBнеHиe (4) и нavальньtе yслoвия пpиlllyг Bид

ani' (т) + afl (т) + ofi(т) = 7k),
t(o) : 00, i1o1 = u'.

(s)

MьI пoлrlиЛи задачy кouJи для ypaBHeния (5) с нa.taльными yсЛoвиями'

задaннЬIми B тoчкe т'= 0.

пpиr'ep 2' наЙти рeшeниe ypaвHeния с,'(t) + a,(t) = t, yдoвлeтвopя.

ющee r]aчальHым yслoвиям с(I): 1 '  , ,111 _ o.

2 Зaк.265

зЗ
32.

155. a" +22'+c-t2, t(0) :  l ,  , ' (o) =0.

156. z" '+a" -s in i ,  ,(0) =c'(0)= l ,  ."(0)=0.

157, a"+a-cost,  c(0) =-1, , ' (0) =1.

158' a ' ' '  +l ' ,  __t,  э(0)=_3, о,(0)=l,  c, .(0)=0.

159. а, '+2a,+5з-=3, ,(0) = l '  . ,(0)=0.

160. оlv _ о,, = сosf, э(0) = 0, ,,(o) = _l, о,,(0) = 
',,,(0) 

= 0.

161. x ' '  +2a'+2с=|, э(0)=",(0)=0.

162. a' ' + x = l, а(0) = _l' с,(0) = 0.

163. a,' + 4a : t; o(0) = l, о,(0) = 0.

164. a" -2x'+5c=|-t,  r(0)=t '(0)=0
.|65. о,, ,+з =0, e(0)=0, а,(0) =_1' a ' ' \o)=2'
.|@$. g,,'1oti = сost, о(0) = -2' 0,(0) = o,'(0) :0.

167. o,, + x' = e|, с(0) = 0, e,(0) = 2, , ',(0) = 0.

168. с|v - c,,= l, о(0) = э,(0) = 
',,(0) 

= о,' '(0) = 0'

169. g', rL 3, = сosl, c(0) = 2' .,(0) = 0.

17o. a', - а, = tе| , .(0) = э,(0) _ 0.

171. а' ', + c' = cost, о(0) = 6' 3,161 = -2' . ' ' (0) :0'

172, a, '+2a'+a=t, с(0) =э,(0) =0.

173. с ' '  _x '+z=е-| '  ,(0)=0, э,(0) =I.

174. a l l  _ g =sint,  о(0) = _l '  o,(0) -  0.

175, a ' ' ,  +x=e|'  ,(0)=0. 
' ,(0) 

=2, а ' ' (0|=o.

176' a ' '  +a-2sin!,  с(0) = l ,  
' , (0)=_l.

1т7. a| l_2al+a=t-s int,  о(0) = o,(0) =0.

178. x, '  +2а, +a =2cos|t, ,(0)= э,(0)=0.

17g. 
' l |  

+ 4x = 2сos l  .сos 3t,  о(0) =a,(0)=0'

180. a" + c--tet +4sint,  .(0)=r '(0)=0.

181. x" -z '=te' ,  ,(0)= l ,  , ' (0)=0

1g2. a ' l+,. l=4sin2|, о(0)=0, а,(0) =-l .

1вз. . ',, _ 2'', + a' = 4, 
'(0) 

= l, о,(0) = 2' x', (o) = _2.

184, a" - 3a' + 2z = et , r(o) = a'(o) = o.

185' a' ' - a, = t2, o(0) = 0, о,(0) = l.

(4)

:I|,rДeto+0.

,"6. 
"- 

у"_|t," , ,

187. a, ,  +z=tcos2t,  e(0)=с,(0)=0'

188' c ' ,  + n2с - as in (n. + o), а(0)=,,(0)=0.

189. a, , ,  + 6a, '  + \|a, + 6a = |+t+', ,  f  (0) = a,(0) = а,,(0) =0.

1gQ. a|у 1)a. l  1z=|sint '  .(0) =,,(0) = о,,(0) = t, , ,(0) =0.

191' x,, _ 2az' + \a1 + pz)a =0, э(0) = 0, 
".(0) 

= l.
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132. fuмue. ffi = *ffi. n",".**

'Ф,=*' ',^=fi{a.
oIEюдs

*:

' ,+ I

пo т€opсмс эфpoсs иxссrr

е-a{' I f }

- 
-.:---= = -:= l I| - е-a4r.а||c-a dт=

{p|o + 
'/p) 

с1/т. J .

!  t  t  .  l .  I  I  -1\=:4 I c-" itc _ _+ 1 
"-1".-.+t) 

7.7 =
o \/r t @'/r, I

11
I fn\ 

'  
Т .  l .  .\ l

=:вгг{ -:= l - _: / еФ+4,| е- \ij|+в{| t dт -в \2\/.,| в\/r. J

I- ./  с \ с6|o!+o' 2=-Еn|.. . . .=l-- .:
@ \2Vt/ @ ,/t

I
I

;fu+в,./i
е-', dz,

пc " = fii+ali.
итsx.

#б = i* (#,) - "$- a,r (; + "".).
. .  l  ";  , ,

133. fuцnшe. Iat =йJ chте-i dт. сpaвнивая,(.) с фpмyлoB (l9) $14,
0

вl{дlll,l' чтo /(,) = сhl, а знrrrт' .F,(p) = {. сn"дo"а.- ьнo, F(,,/f1 = Ф',

I  
P '- l

взяв Фф) = 
и' 

пolrучим Ф(p)I'Ф) = 
;;1 

= r1t1' 
-.yд" 

1111 = 
"'.

134. I(t)=2-' 1з5..r(.)=2,сl. 1зв. I(.| = 2tc-. '

1з7' s(.) = (t+ |,e-.. 138. о(') = -l. вe. 
"p,1=*



o1вeтьr r53
152 oтBe1ъl

14з.

145.

147.

148.

150.

152.

153.

155.

157.

159.

'|6t.

163.

164.

165.

166.

168.

170.

аt l  =|t + };" - , ' .  144. с(t) =!o{'  _ 
"" *, '"").

сQ|=IQе'- e-! -  2еn). .146. e(r)=t-s inr.

xФ= *e- '  
_, ,1сost+ 

f,s lnt- }r, inr- ]r"*l .

aG, =:G4 _ tе-| - cost).  149. эQ)= L,",-t-t+}(сosl+slnl).

c(q =:t7 _l+сos._sin ' .  151. a( l)= 
|t ," ,  +r", .

aQ) = 
|e-I 

sinzt -]л' "o"z 
_ 

|.

.(r l= 
}rr 

_e.сost+e!s int).  154'  a(.) =2+;(e-!-сos '+sin,)

a(t,  = 12 _ 4t + 6 _ 5е-| -  te-,  .  156. 
' ( ' )  

=2'+ j("- .+"o.t_, ln0.

о(;): 
}rs int-сosl  +sin!.  158. с(t)= 

!t '  
_ 

|t '  + zt _ l  + 
"-,  

.

"{t1 
= 

]+]"-"o.2t+!e-|s1л2t '  
160. с(t) = 

}(сosr+сь0_r_ 
r.

aD = 
|о 

_ e- i  сos l  -  e- l  s in l) .  162. 
' ( ' )= 

l-2сos' .

o(r) = 
}l + сos zl - } 

sin zl.

'Q) 
= * - | - }e, cвzt + f,е, sinzt.

t(t) = ea - !r2 ssg{t + 
}"'P "in!t.

a(t) = _1 _ 
|{sinr + сost + e_') . 167. x(t| =j"' + ] "inl 

+ } "o.l 
_ i'

с(t) = c111_ Lf _ 1.

"(0=r(,- '+ir)

169. o( i)  = 21 
|(" '  +. in t  -  

"o. l) .

_ l .  171. а() = _] s in l  _ j l  
"*r.

17з. "(,)= ]e.- i tР (*"{,-зл"^!t).

1?6. a(t) = сost - t coсt. 1TI. a(t| = 2 + t - \ ""* 
+ |ь, - 

з1"..

fla. r(l = , -'*"-' - lt"-' - |co"zt + f,r"inzt'

179. а(r) = 
! sin 2l + }(сos 2t - сos 4r).

18o. э( l)  = 
;(.  -  

l )".  + ; сo. '  + 2sin, - 2tсos' .

rвr. цо = 
"' (7 - r + r). fi2' a(t| = 2t _з+зe.t- 

i(sin 
2'-2 сos 2'+2с-|),

183' x(I)=4|+3-2e|. 18y' , .  ' ( t|=e7| 
-е, _t. . .

185. с(t) = з", -з-zt-t ,  -t}.

l s6. с(l) = |",Q, - ,, *i) * }"', (;з.'" vз , _ *"f,) - *"-' '

t8?. о(r) = t siпzr- t ыпt _ jrсoszt.

188. с(l) = 
,}[sin 

nt сos o - nt сos (пt + с)|.

1s9. с() = |t -| '*'Э*-". '  *L.-,, - !"- l .

190. с(r): - jtзt"osr + {l . з) sin 4.

191. r(t)= 
f ,е"|s inЦt. 

192. a(t)=|sinl_ }s inz l .

193. о(t) = fi* _ }* ].*, _ |.",.
194. с(r) = 

|t2 + (t _ Фt + (t _ rl + (j - r) ;. + i(сost - 
sint).

195. э(l) = 
$ сrrzr -,l сosr + } 

сos2r.

196. с( l)  = e!(сosr+.иr_ j) + };, . .

19?. а(r) = !"-,u (*!t * Ч ""Ч,)+ |{r - r)"..

19s. с()= i( . ,s in '+'сos'-s iпt).  
l99. ' (t) 

=2'Ie '  -e-,t(3.+ l) l .

2o0. о(r)= r-; .({+rnr).  2o1. x(t)=,-Iu, -?",п "o"Ч|,

2o2. r(t) =3 
["' 'f ,сl -, ',,( ': 

b)т(l _ 0)]. 2O3. о(l) = _ сost.

172' r(t) = 2е_| + te-| +. - 2.

174, 
'Q) 

= -!et - .1r- ' -  j r int.

175' o(t) = lt - }u' * !",,, "o"f, * }",n "inЧt'


