
Çàäà÷è ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè � ñåìèíàð � Ä 1 � 11

1. Çàíÿòèå 11

Ïëîñêîñòè è ãèïåðïëîñêîñòè
â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòàíñòâå

Îïð. 1.1. Óãëîì ìåæäó âåêòîðàìè ~a = {a1, a2, a3, a4} è ~b = {b1, b2, b3, b4} ÷åòûð¼õìåðíîãî

ïðîñòàíñòâà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà ϕ(~̂a, ~b), êîñèíóñ êîòîðîé ðàâåí

cosϕ =
(~a, ~b)

|~a| · |~b|
,

ãäå (~a, ~b) åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a è ~b, òî åñòü ÷èñëî

(~a, ~b) = a1b1 + a2b2 + a3b3 + a4b4,

à ïîä äëèíîé âåêòîðîâ ~a è ~b ïîíèìàþòñÿ ÷èñëà

|~a| =
√

(~a, ~a) =
√
a2

1 + a2
2 + a2

3 + a2
4, |~b| =

√
(~b, ~b) =

√
b21 + b22 + b23 + b24.

� 1. Âûÿñíèòü, êàêîå ìíîæåñòâî òî÷åê ÷åòûð¼õìåðíîãî ïðîñòàíñòâà (x1, x2, x3, x4) ∈ R4

çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì
Ax1 +Bx2 + Cx3 +Dx4 + E = 0.

Ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê íàçûâàåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ.

� 2. Óáåäèòüñÿ, ÷òî âåêòîð

[
~a, ~b, ~c

]
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k ~l
a1 a2 a3 a4

b1 b2 b3 b4
c1 c2 c3 c4

∣∣∣∣∣∣∣∣
îðòîãîíàëåí ê êàæäîìó èç âåêòîðîâ ~a, ~b, ~c.
(Âåêòîðà ~i, ~j, ~k, ~l � îðòû ÷åòûð¼õ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñåé êîîðäèíàò.)

� 3. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êèM(m1, m2, m3, m4) äî ãèïåðïëîñêîñòè, çàäàâàåìîé óðàâ-
íåíèåì

Ax1 +Bx2 + Cx3 +Dx4 + E = 0.

� 4. Â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äàíû òî÷êè K(k1, k2, k3, k4), L(l1, l2, l3, l4),
M(m1, m2, m3, m4) è P (p1, p2, p3, p4). Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî ïëîñêîñòè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè K, L è M (åñëè èçâåñòíî, ÷òî òî÷êè K, L è M íå ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé).

� 5. Âûÿñíèòü, êàêîå ìíîæåñòâî òî÷åê ÷åòûð¼õìåðíîãî ïðîñòàíñòâà (x1, x2, x3, x4) ∈ R4

ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ãèïåðïëîñêîñòåé. Òîò æå âîïðîñ äëÿ äâóõ ïëîñêîñòåé.
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Îòâåòû

� 1. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ~n = {A, B, C, D} íà
âåêòîð {x1 −m1, x2 −m2, x3 −m3, x4 −m4}, ãäå M0(m1, m2, m3, m4) � ôèêñèðîâàííàÿ
òî÷êà, à M(x1, x2, x3, x4) � áåãàåò ïî ãèïåðïëîñêîñòè.

� 2. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà
[
~a, ~b, ~c

]
íà êàæäûé

èç âåêòîðîâ ~a, ~b, ~c.

� 3. Óêàçàíèå. Ðàññòîÿíèå ðàâíî ìîäóëþ ïðîåêöèè âåêòîðà
−−−→
M0M , ãäå M0 � ïðîèç-

âîëüíàÿ òî÷êà ãèïåðïëîñêîñòè, íà âåêòîð íîðìàëè ~n = {A, B, C, D}.

� 4. Óêàçàíèå. Íàéòè ãèïåðïëîñêîñòü, ðàññòîÿíèå äî êîòîðîé îò òî÷êè P ðàâíî
ðàññòîÿíèþ äî ïëîñêîñòèKLM . Îíà áóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êèK, L, M è, íàïðèìåð,

òàêóþ òî÷êó Q, ÷òî âåêòîð
−−→
QK îðòîãîíàëåí âåêòîðàì

−−→
KL,

−−→
KM è

−−→
KP . À òàêîé âåêòîð

íàõîäèòñÿ, â ñèëó � 1, êàê
[−−→
KL,

−−→
KM,

−−→
KP

]
. Òåïåðü çàäà÷à ñâåëàñü ê ïðåäûäóùåé.

� 5. Äâå ãèïåðïëîñêîñòè ìîãóò â ïåðåñå÷åíèè äàâàòü:

♦ ïóñòîå ìíîæåñòâî (òîãäà îíè ïàðàëëåëüíû; ïðè ýòîì ó íèõ åñòü òðè îáùèõ áàçèñíûõ
âåêòîðà, íî íåò îáùåé òî÷êè);

♦ ïëîñêîñòü (ó íèõ åñòü ðîâíî äâà îáùèõ áàçèñíûõ âåêòîðà);

♦ òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (ãèïåðïëîñêîñòü), åñëè îíè ñîâïàäàþò (ó íèõ åñòü òðè
îáùèõ áàçèñíûõ âåêòîðà è îáùàÿ òî÷êà).
Ïî÷åìó ó íèõ íå ìîæåò áûòü ðîâíî îäèí îáùèé áàçèñíûé âåêòîð?

Äâå ïëîñêîñòè α è β ìîãóò â ïåðåñå÷åíèè äàâàòü:

♦ ïóñòîå ìíîæåñòâî (òîãäà îíè ïàðàëëåëüíû èëè ëåæàò â ïàðàëëåëüíûõ òð¼õìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ);

♦ òî÷êó (òîãäà îíè ëåæàò â ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî ïëîñêîñòè γ òð¼õìåðíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ, è ïðÿìûå, ïî êîòîðûì êàæäàÿ èç ïëîñêîñòåé α è β ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü γ,
íå ïàðàëëåëüíû);

♦ ïðÿìóþ (òîãäà îíè ëåæàò â îäíîì òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è ïåðåñåêàþòñÿ);

♦ ïëîñêîñòü (òîãäà îíè ñîâïàäàþò).
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