
Çàäà÷è ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè � ñåìèíàð � Ä 1 � 8

1. Çàíÿòèå 8

Îïðåäåëèòåëè

1217. Íå âû÷èñëÿÿ îïðåäåëèòåëü, äîêàçàòü ðàâåíñòâî:∣∣∣∣∣∣
3 2 1
−2 3 2
4 5 3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
3 2 7
−2 3 −2
4 5 11

∣∣∣∣∣∣ .
Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïîðÿäêà n ïóò¼ì ðàçëîæåíèÿ ïî ïåðâîé ñòðîêå:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1(n−1) a1n

a21 a22 . . . a2(n−1) a2n

a31 a32 . . . a3(n−1) a3n

. . . . . .
. . . . . . . . .

an1 an2 . . . an(n−1) ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 a23 . . . a2n

a32 a33 . . . a3n

. . . . . .
. . . . . .

an2 an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a23 . . . a2n

a31 a33 . . . a3n

. . . . . .
. . . . . .

an2 an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ . . .+

+ (−1)n+1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 . . . a2(n−2) a2n

a31 . . . a3(n−2) a3n

. . .
. . . . . . . . .

an2 . . . an(n−2) ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

� 1227M . Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ è ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ïóò¼ì ðàçëîæåíèÿ ïî
ñòðîêå (ñòîëáöó), äîêàçàòü ðàâåíñòâà:

à)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣ = (b−a)(c−a)(c−b); á)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
a b c d
a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (b−a)(c−a)(d−a)(c−b)(d−b)(d−c).

â)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
x1 x2 x3 . . . xn
x2

1 x2
2 x2

3 . . . x2
n

. . . . . . . . .
. . . . . .

xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 . . . xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
i, k = 1
i > k

(xi − xk).

I. Ìàòðèöà, ó êîòîðîé íàä (èëè ïîä) ãëàâíîé äèàãîíàëüþ âñå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ,
íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíîé. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 0 . . . 0
a21 a22 0 . . . 0
a31 a32 a33 . . . 0

. . . . . . . . .
. . . . . .

an1 an2 an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11 a22 a33 . . . ann.
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2. Îòâåòû

� 1217.
Óêàçàíèå. Ïðåäñòàâèòü òðåòèé ñòîëáåö âòîðîãî îïðåäåëèòåëÿ â âèäå 7

−2
11

 = a

 3
−2
4

+ b

2
3
5

+ c

1
2
3

 ,

íàéòè êîýôôèöèåíòû a, b, c è âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì îïðåäåëèòåëÿ.
Îòâåò: a = 2, b = 0, c = 1.

� 1227M .

Îïð. 2.1. Îïðåäåëèòåëåì Âàíäåðìîíäà íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü:

W (x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
x1 x2 x3 . . . xn
x2

1 x2
2 x2

3 . . . x2
n

. . . . . . . . .
. . . . . .

xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 . . . xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

à) Óêàçàíèå. Âû÷åñòü èç òðåòüåé ñòðîêè âòîðóþ, óìíîæåííóþ íà x, çàòåì èç âòîðîé
� ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà x. Ðàçëîæèòü ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, ïðè âû÷èñëåíèè ïîëó-
÷åííîãî îïðåäåëèòåëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà âûíåñòè îáùèé ìíîæèòåëü ïåðâîãî ñòîëáöà
è âòîðîãî ñòîëáöà.

á) Óêàçàíèå. Âû÷åñòü èç ÷åòâ¼ðòîé ñòðîêè òðåòüþ, óìíîæåííóþ íà x, çàòåì èç
òðåòüåé ñòðîêè âòîðóþ, óìíîæåííóþ íà x, çàòåì èç âòîðîé � ïåðâóþ, óìíîæåííóþ
íà x. Ðàçëîæèòü ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, ïðè âû÷èñëåíèè ïîëó÷åííîãî îïðåäåëèòåëÿ
òðåòüåãî ïîðÿäêà âûíåñòè îáùèé ìíîæèòåëü êàæäîãî ñòîëáöà.

â) Óêàçàíèå. Âû÷åñòü èç ïîñëåäíåé ñòðîêè ïðåäïîñëåäíþþ, óìíîæåííóþ íà x,
çàòåì èç ïðåäïîñëåäíåé � òðåòüþ ñíèçó, óìíîæåííóþ íà x, è òàê äàëåå. Ðàçëîæèòü
ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, ïðè âû÷èñëåíèè ïîëó÷åííîãî îïðåäåëèòåëÿ (n− 1)-ãî ïîðÿäêà
âûíåñòè îáùèé ìíîæèòåëü êàæäîãî ñòîëáöà.
Äàëåå âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè:

Óòâåðæäåíèå ¾Âñå ýëåìåíòû xn ìíîæåñòâà X = {x1, x2, . . . } îáëàäàþò
ñâîéñòâîì A¿ ñ÷èòàåòñÿ äîêàçàííûì, åñëè äîêàçàíû äâà ôàêòà:

1) ýëåìåíò x1 îáëàäàåò ñâîéñòâîì A;

2) èç òîãî ÷òî ýëåìåíòû x1, x2, . . . , xk îáëàäàþò ñâîéñòâîì A ñëåäóåò, ÷òî ýëå-
ìåíò xk+1 òàêæå îáëàäàåò ñâîéñòâîì A.

I. Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
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3. Çàíÿòèå 9

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

� 1. (� 847) Äàíû ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû ~p, ~q, ~r, ~n. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû

~a = [~p, ~n], ~b = [~q, ~n] è ~c = [~r, ~n] êîìïëàíàðíû.

� 2. (� 846) Äîêàçàòü, ÷òî [~a, ~b ]2 6 ~a 2~b 2. Â êàêîì ñëó÷àå çäåñü áóäåò çíàê ðàâåíñòâà?

� 3. Äîêàçàòü, ÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè S(s1, s2, s3) äî ïðÿìîé a

a :
x− x0

a1

=
y − y0

a2

=
z − z0

a3

,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0(x0, y0, z0) ïàðàëëåëüíî âåêòîðó ~a = {a1, a2, a3}, ìîæíî

íàéòè ïî ôîðìóëå ρ(a, S) =
|[~a, −−−→M0S]|
|~a | .

� 4. (� 849) Âåêòîðû ~a, ~b, ~c è ~d ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè [~a, ~b] = [~c, ~d] è [~a, ~c] = [~b, ~d].

Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû ~a− ~d è ~b− ~c êîëëèíåàðíû.

� 5. Äîêàçàòü, ÷òî [
[~a, ~b ], ~c

]
= ~b (~a, ~c)− ~c (~a, ~b).

Óêàçàíèå: ââåñòè äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû ~i � ~a è
~k ⊥ ~a, ~k ⊥ ~b.

� 6. (� 882) Ñ÷èòàÿ, ÷òî êàæäûé èç âåêòîðîâ ~a, ~b è ~c îòëè÷åí îò íóëåâîãî, óñòàíîâèòü,

ïðè êàêîì èõ âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
[
~a, [~b, ~c ]

]
=
[
[~a, ~b ], ~c

]
.

� 7. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà 4
√

3, áîëüøàÿ äèàãîíàëü èìååò äëèíó 5, à îñòðûé
óãîë ðàâåí π

3
. Íàéòè ìåíüøóþ äèàãîíàëü.

� 8. Îòðåçîê DE äåëèò òðåóãîëüíèê ABC íà äâå ðàâíûå ïî ïëîùàäè ôèãóðû. Çíàÿ, ÷òî
DE ïàðàëëåëåí îñíîâàíèþ BC, äëèíà êîòîðîãî èçâåñòíà è ðàâíà a, íàéòè äëèíó DE.

4. Îòâåòû

� 2. Â ñëó÷àå, êîãäà ~a è ~b ïåðïåíäèêóëÿðíû.

� 6. ~a ‖ ~c, ëèáî ~b ⊥ ~a, ~b ⊥ ~c.

� 7. 3.

� 8. |DE| = a√
2
.
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