
ПАМЯТКА для студентов К–6
(основные формулы к КР–2 по УМФ)

Оператор Лапласа

а) сферически-симметричный случай в Rn
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в частности, сферически-симметричный случай в R3
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б) в цилиндрических координатах в пространстве
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в) в сферических координатах в пространстве
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Цилиндрические функции

Уравнение Бесселя индекса ν ∈ R :

x2w′′(x) + xw′(x) + (x2 − ν2)w(x) = 0.

Решение:
w(x) = C1Jν(x) + C2Nν(x).

При ν > 0 имеем

lim
x→0+

|Jν(x)| <∞, lim
x→0+

|Nν(x)| =∞.

Запись функции Бесселя:
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Запись функции Неймана:

Nν(x) =
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, ν /∈ Z,

Nn(x) =
1
π

(
∂

∂ν
(Jν(x))− (−1)n

∂

∂ν
(J−ν(x))

)∣∣∣∣
ν=n

.

Уравнение Бесселя со спектральным параметром µ :

r2W ′′(r) + rW ′(r) + (µ2r2 − ν2)W (r) = 0.

При µ 6= 0 решение имеет вид:

W (r) = C1Jν(µr) + C2Nν(µr).

Рекуррентные соотношения:

а)
d

dx
(xνJν(x)) = xνJν−1(x),

б)
d

dx
(x−νJν(x)) = −x−νJν+1(x),

в) J ′ν(x) = Jν−1(x)− ν

x
Jν(x),

г) J ′ν(x) = −Jν+1(x) +
ν

x
Jν(x),

д) Jν−1(x)− Jν+1(x) = 2J ′ν(x),

е) Jν−1(x) + Jν+1(x) =
2ν
x
Jν(x).

Обычно на практике

ν = n ∈ Z+ ≡ {0, 1, 2, . . . },

причем
J−n(x) = (−1)n Jn(x).

Типичная спектральная задача:
1
r

d

dr

(
r
dW (r)
dr

)
+
(
λ− n2

r2

)
W (r) = 0, 0 < r < R,

|W (0)| <∞, W (R) = 0.

Спектр:
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(γk
R
r
)
, k = 1, 2, . . . ,

γk ∈Mn ≡ {γ > 0 : Jn(γ) = 0}.

Свойство ортогональности и нормы:
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Ряд Фурье–Бесселя на (0, R):

f(r) ∼
∞∑
k=1
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)
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Здесь γk, γj – положительные корни функции Jn(x).



Полиномы Лежандра

Pn(t) =
1

2n n!
dn
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[
(t2 − 1)n

]
, n = 0, 1, 2, . . . .

Явная запись нескольких первых полиномов:

P0(t) = 1, P1(t) = t, P2(t) =
1
2

(3t2 − 1),

P3(t) =
1
2

(5t3 − 3t), P4(t) =
1
8

(35t4 − 30t2 + 3).

Обратные выражения:

1 = P0(t), t = P1(t), t2 =
1
3

(P0(t) + 2P2(t)),

t3 =
1
5

(3P1(t)+2P3(t)), t4 =
1
35

(7P0(t)+20P2(t)+8P4(t)).

Спектральная задача для уравнения Лежандра:
d

dt

(
(1− t2)

dw(t)
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)
+ λw(t) = 0, |t| < 1,

|w(±1)| <∞.

Спектр: λn = n(n+ 1), wn(t) = Pn(t), n = 0, 1, 2, . . . .

Свойство ортогональности:

1∫
−1

Pn(t)Pk(t) dt =


0, n 6= k,

2
2n+ 1

, n = k.

Рекуррентные соотношения:

(n+ 1)Pn+1(t)− (2n+ 1) t Pn(t) + nPn−1(t) = 0,

Pn(t) =
1

2n+ 1
(
P ′n+1(t)− P ′n−1(t)

)
для n = 1, 2, 3, . . . .

Общий вид гармонической функции в шаре:
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, r < R,

и вне шара:
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∞∑
k=0

CkPk(cos θ)
(
R

r

)k+1

, r > R,

в случае зависимости от радиуса r и сферического угла θ.


